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Начала ученк о фигурахъ 



Е. С. Федорова. 



(Таблицы I— ХУШ.) 



ПРЕДИОЛОВЖ 



Прежде ч'Ьмъ приступить къ изложен1ю части геометрш 
обозначенной въ заголовк'Ь предлежащаго произведешя^ я счи- 
таю полезнымъ познакомить читателей въ общихъ чертахъ съ 
исторхею этого предмета. Истор1я же эта полна странностями и 
можетъ быть по своему характеру совершенно исключительна 
посреди другихъ отд'Ьловъ математическихъ иаукъ. 

Самою большою странностью является то обстоятельство, 
что этотъ въ высшей степени простой отд*лъ элементарной гео- 
метрш, каковы впрочемъ и всЬ ея отделы, но въ то же время 
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■атфнатн^ескаго изящества въ такой н%р^, какой иожетъ 
об^адаетъ никакой другой отд'&гь того же ореднета, 
до сего времени совершенно неразработанвынъ. Прн- 
,1:хь этотъ имЬетъ интересъ нето1ько какъ гарновично 
я въ своихъчастяхъ система простыхъ натематическвхъ 
;шй, но наобороть, арактическая аотребноеп. въ немъ 
тоятедьна, что за разработку его частей но необходиио- 
гась представители другигь, конкретвыхъ, наукъ, я 
)сего минералоги. Этотъ аномальный Фактъ конечно не 
[ъблагопр1ятнынъд1яегоразвнт1я. Мвнералоги, побуж- 
гь тому практическою леобxо^и>ыостью, конечно выхваты- 
него лишь то, что необходимо было для развипя разра- 
1аго ими самими отд'кла знатй т. е. ивнералогш. Неиз- 
>резудьтатоиъ такого чуждаго вн^шателЕ>ствабыла одно- 
сть разввт1я самого отд-бла, неудовлетворительность но- 
ры в т. а. Оь другой стороны, чистые математики, раз- 
ня вопросы этого отд-кла съ бол*^ общей, в сл^ова- 
ол'Ёе правильной, точки зр'Ьн1я были незнакомы иногда 
[ьтатами, полученньши минералогами, в потому нрихо- 
совсршенно иной постановк'Ь предмета и его ноненкла- 
1о что особенно характерно для истор1И этого отд'Ьла 
то разрозненность работъ отд'Ьдьныхъ изсл^^дователей. 
я рядоиъ ученые оказывались незнакомыми даже съ 
пом-Ёщавшимися по тому же вопросу въ томъ же жур- 
которомъ они помещали свои труды. Благодаря этому 
области мы встр^чаемъ примеры столь частаго новторе- 
ытдй, какъ можетъ быть ни въ какой другой научной 
Я приведу теперь для примера повторен1е открьтн по 
есьма важному вопросу этого отд'к1а, а именно опред'!^- 
наз. полуправнльныхъ Фигуръ. Что же касается второ- 
1хъ волросовъ этой области, то повторен1я открытШ 
ляютъ собою такую запутанную сЬть, для распутывания 
не хватило бы силъ единичнаго дица. 
> этихъ Фигуръ былъ изв'йстенъ еще въ древности, и въ 
в1;ка тЬла эти назывались Архимедовыми; отчасти за 
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ними держится это назваше и теиерь. Но въ 1808 г. незави- 
симо и пользуясь несовершеннымъ методомъ, вывелъ ихъ Ыдоппе; 
въ 1819 г. выводъ этотъ вътрет1й разъ и опять въ несовершен- 
ной Фор1!^ былъ повторенъ анонимнымъ авторомъ въ Аппа1е8^ 
йе вег^оппе (по Вадоигеаи самимъ бег^оппе). Въ 1865 году 
выводъ этотъ, но уже на основан1и бол'Ье совершеннаго метода, 
былъ произведенъ Са(а1ап'омъ (и былъ ув-Ьнчанъ со стороны 
Французской Академ1и Наукъ большою прем1ей). Наконецъ въ 
1878 г. той же Академш былъ представленъ трудъ Вайоигеаи, 
часть котораго повторяетъ тотъ же вывоиъ въ пятый разъ, и 
опять авторъ незнакомъ съ работами своихъ предшественпн- 
ковъ^). Дерзну смиренно прибавить, что выводъ тЬхъ же фи* 
гуръ, какъ онъ сдФланъ въ предлежап^емъ произведен1и въ глав'Ь 
5 II отд']&ла, былъ шестой независимый выводъ ^), Производя его, 
авторъ и не подозр'Ьвалъ су1цествован1я своихъ предшественни- 
ковъ. Произошло это конечно потому, что авторъ не могъ пред- 
полагать, чтобы им'Ьющ1й такое значенхе выводъ и притомъ все- 
цело принадлежа щга области элементарной геометрш могъ бы 
ускользнуть отъ вниман1я посл-Ьдовательнаго сонма составителей 
элементарныхъ руководствъ. Не въ этомъ ли т. е. въ заиозда- 
ломъ развит1и самого отдела и кроется причина разрозненности 
принадлежащихъ сюда изслЬдовашй и повторен1я открьтй? 

Некоторые авторы приписываютъ этому отделу спещальныя 
трудности, совершенно подобный т'Ьмъ, как1я встречаются въ 



М Онъ откровенно сознается, что «ап реи (Гёги(11110п т'аига1( ёраг^пё 1е 
1етр8 диа ^'а^ сопзасгё к 1а гесЬсгсЬе Ле гёзи11а(8 соппив; ^е т'еп 8п1з со118о1ё 
еп репваШ ауес М. СаЫап аи У1еих ргоуегЬе (1е ^оиг еп ]оиг р1из уга!: пИ 
П0У1 зиЬ 8о1е. 

2) Однако, выводъ этихъ Фигуръ, какъ онъ предлагается ^ъ этомъ про- 
изведен1и, является въ первый разъ нетолько по новости употребленнаго ме- 
тода, но отчасти и поса^мой его ц-Ьди. Въ глав-Ь 5 д-Ьлается именно выводъ 
«всЬхъ Возможвыхъ изогоновъ и типическихъ изоэдровъ»; мои же предшест- 
венники ограничились лишь наиболее правильными представителями этой 
группы т. е. собственно т-};лаии Архимеда или «полуправильными» много- 
гранниками, которыхъ Са1а]ап назвалъ а8ет1ге$и11егз», а бадоогеаи «хзозсё- 
1ев»; значитъ выводъ этотъ относится къ предшествующимъ какъ об1Ц1Й къ 
частному, а въ такой только Форм+. онъ и пригоденъ для прнложен1Й напр. 
къ минералог1и. 

1* 



;дован1яхъ ио теория чвселъ. Связь обоихъ отд'Ёловъ нате- 
(в Д'Ёйствятедьно ыесомы-Ёааа, и я старался оттенить ее какъ 
«ывод-Ь тиническихъ изоэдровъ такъ и ири вывод-^ зоыоэд- 

Но самая иростота предмета въ его осыовыыхъ началахъ 
)чаетъ вообще особьш трудности, н я полагаю, что только 
13ЯТЫИИ опасен1ями можыо объяснить къ сожал'Ён1ю весьма 
,[б въ этой области Фаьтъ вывода какяхъ нибудь соот- 
Ы1Й или Флгуръ ощупью. Такинъ сиособоиъ вывелъ напр. 
ервьш разъ свою знаиенитую Формулу велвк1Й натеиа- 
Эйлеръ, и лишь во второй стать'Ь онъ отчасти заполвилъ 
> очевидный проб'Ьлъ. Такимъ же способоиъ знаменитый 
яатикъ Р01П501: вывелъ правильные многограннвкв высшей 
!ив, которые получили впосл'Ьдств1й назван1е гЁлъ Ро1П50{; 
1ъ сначала и не подозр1;валъ, что сд^лалъ полный ихъ вы- 

Такимъ же способонъ тЬ же Эйлеръ и Ро1пво1 делали пе- 
иен1е возиожныхъ иногограпниковъ съ опредйленвыиъ чис- 
вершинъ или граней. Я не говорю уже оиев'Ье изв-Ьстныхъ 
натикахъ, у которыхъ такого рода пр1емъ встречается весьма 
I. Даже нзъ наиболее зам-Ьчательныхъ и вов^йшихъ работъ 
напр. въ упомянутой уже работЬ Вайоигеаи {Мёто1ге аиг 1е8 
68 190бсё1е8) употребляются пр1еиы, граничащ1е съ выво- 

ошупью. Выводя особые изогоны высшей степени, авторъ 
!> пользуется методоыъ построен1я , который конечно не 
ь никакого ручательства его полноты а по необходимости въ 
торой веувЪренностн оставляетъ самаго автора. Въ глав-Ь о 
ограняикахъ высшей степенв д'Ёйствительно ука-^ываются 
гво его промахи, которыми онъ обязанъ употребленному 
1у. 

Достаточно сказаннаго, чтобы показать, что центральный 
ъ\я учреждены не моглв не сознавать забросанности этого 
1а знан1й, и не принять со своей стороны какихъ - нибудь 
. для устранен1я этой ненормальности. Поэтому становится 
!-§ понятною и естественною выставден!е со стороны Фран- 
*ой Лкадемш Наукъ въ 1863 г. слЬдлющей темы для кон- 
а на полученге большой премш: «Рег[есНо»пег, еп ^ие^^не 



роЫ гтроНапЬ^ 1а Шопе дёош€1щие в^ев ро1уёЛг€8п. Самая не- 
опред-Ьленность этой темы служить лучшимъ свид'Ьтельствомъ 
того, что авторы этой постановки вопроса отчетливо сознавали 
всю неразработанность этого отдела геометр1и. Со времени этого 
призыва знаменитаго ученаго учрежден1я, внимайте математиковъ 
къ этой области д'Ьйствительно значительно возрасло, и съ того 
времени непрерывнымъ потокомъ является на страницахъ раз- 
личныхъ математическихъ журналовъ рядъ изсл^&дован^й, принад- 
лежащихъ этой области. 

Однако, несмотря на обилхе работъ и продолжительность 
истекшаго времени, д']&ло подвинулось еще мало впередъ. Число 
систематическихъ работъ, вышедшихъ въ теченте этого времени 
крайне невелико. Громадное же ихъ большинство им'&етъ весьма 
узк1я и^клт и вер'Ёдко ведены съ помощью весьма несовершен- 
наго метода, такъ что и до сихъ поръ мног1я св-Ьтила математики 
относятся къ самому отд-Ьлу съ большимъ недов'Ьргемъ ^). 

Переходя къ общему взгляду на состоян1е этого отд'Ьла въ 
настоящую лгапуту, мы зам'Ьчаемъ, и это можно было предвидеть 
изъ вышесказаннаго, что обработка разныхъ входящихъ сюда 
вопросовъ крайне неравном'Ьрна. Тогда какъ одни вопросы выз- 
вали ц^Ьлую литературу, напр. выводъ численныхъ соотношен1Й 
между элементами многогранника, ушедшую далеко изъ области 
реальныхъ приложенш въ глубъ отвлечепныхъ математическихъ 
спекулящй, друпе важные вопросы и даже ц'Ьлые отделы оста- 
лись нетронутыми; сюда относятся именно отд'Ьлы о зоноэдрахъ 
и выполнен1И пространства, отделы, могущхе доставить неисчер- 
паемую пищу математическимъ спекуляшямъ. Особенно замеча- 
тельна неприкосновенность отдела о вьшолнен1и пространства 



1) Этвиъ недов^Ьр1емъ только могу я объяснить случай, отиося1Ц1йся къ 
самому предлежащему 11роизведен1ю. Когда въ первый разъ (въ 1881 г.) я 
представилъ его въ зд-1^шнюю Лкадем1ю Наукъ въ лии^& г. академика Че- 
бышева, то посл^&дн1& отказался принять его, мотивируя свой отказъ т^мъ, 
что атимъ отд-Ьломъ современная наука не интересуется. Изъ сдовъ почтен- 
наго академика видно, что онъ не представляетъ возможности системати- 
ческихъ выводовъ въ этой области, и думаетъ, что вс^Ь они производятся 
ощупью. 



■ч 
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равными Фиг}фаии, такъ какъ со времени Гаюи въотд'Ьл^ этомъ 
минералопя ощущала безусловную потребность. Достаточно 
вспомнить камень преткновенхя для теорхи Ефисталлической струк- 
туры этого зам'Ьчательнаго минералога, чтобы убедиться въ 
справедливости сказаннаго. 1Самень преткновешя для этой теорш, 
какъ изв'Ёстно, состоялъ въ томъ Факг!^, что им1^ется спайность 
по октаэдру. Если- бы Гаюи зналъ о существоваши и свойствахъ 
особаго притупленнаго октаэдра, то ему не пришлось бы приб'Ь- 
гать къ натяжкамъ для объяснешя этого Факта, натяжкамъ, за- 
ставившимъ его последователей отр-Ьшиться отъ его первона- 
чальной гипотезы и прибегать къ помощи другяхъ. Если бы 
современные минералоги были знакомы съ теорхей параллелоэд- 
ровъ, имъ не пришлось бы за элементы структуры кристалловъ 
правильной системы принимать въ н-Ькоторыхъ случаяхъ ром- 
боэдровъ. 

я им*лъ честь начиная съ 1881 г. представить Ими. Минер. 
Обществу рядъ докладовъ по теорхи кристаллической структуры 
и, такъ какъ доклады эти подразум1&ваютъ знакомство со мно- 
гими выводами, въ первый разъ изложенными въ предлагаемомъ 
произведеши, то этимъ и объясняется появлен1е самой работы 
на столбцахъ «Записокъ» этого общества. 

Обращаясь теперь къ предлежащему произведен1ю, я дол- 
женъ сказать, что громадное большинство выводовъ произведено 
самостоятельно; всЬ заимствован1я всегда точно указаны, и лишь 
т* выводы, которые стали обязательнымъ достоянхемъ обще- 
принятыхъ руководствъ не снабжены ссылками. Многочислен- 
ныя же друпя ссылки приведены лишь съ ц'Ьлью ознакомить чи- 
тателей съ литературой предмета. 

Въ основ'Ё произведешя лежитъ отчетливое сознан1еаналопи, 
существующей между плоскими и т1Ьлесными Фигурами, и потому 
какъ ПЛ0СК1Й уголъ является основнымъ строительнымъ элемен- 
томъ плоскихъ Фигуръ, такъ и въ предлагаемомъ произведеши 
всЬ главн'1;йш1е выводы строятся на изучен1и гЬлеснаго угла, 
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какъ строительнаго элемента т^лесныхъ Фигуръ. Различный со- 
ображен1я заставили меня придать этому элементу новое и, какъ 
я полагаю, бол-Ье общее и удобное, назваше — гоноэдръ. Вообще 
же, стараясь, гд'1^ можно, достичь улучшешя номенклатуры по 
отношенш ея рац10нальности и общности, я избЁгалъ уклоняться 
отъ общепринятыхъ терминовъ, и р'Ёшался изменять ихъ лишь въ 
тЬхъ случаяхъ, гд* я полагалъ въ томъ необходимость. Геоме- 
трическае термины, заимствованвыя отъ реальныхъ предметовъ, 
напр. лейцитоэдръ, гранатоэдръ и т. д., впрочемъ ибезъ того не 
особенно твердо установивш1еся, я не допускалъ совершенно, 
такъ какъ, полагаю, этимъ нарушается самая общность матема- 
тическихъ терминовъ; и действительно, разъ является доказан- 
нымъ, что лейцитъ не принадлежитъ минераламъ правильной сис- 
темы, какой смыслъ остается за терминомъ лейцитоэдръ? Но та- 
кого рода противореч1е всегда можетъ явиться, если отвлечен- 
ное понятхе закр^^плено конкретнымъ од'1ян1емъ, и я полагаю, что 
так1е любители нововведен1Й, какъ напр. '^Уаскегпаде!, которые 
даже вм'Ьсто куба говорить галоэдръ, а вм'бсто правильнаго доде- 
каэдра — пятичленный галоэдръ, наиболее способствуютъ хаотиче- 
скому состояшю номенклатуры. 

Щль этого произведешя — изучен1е гЬлесныхъ Фигуръ. но 
для достижен1я самой ц^ли потребовалось во многихъ случаяхъ 
остановиться и надъ плоскими Фигурами. Въ этихъ случаяхъ изло- 
жсн1е сд'Ёлано возможно сжато, и притомъ соотв']&тственные тер- 
мины гЁлесныхъ Фигуръ нер'Ёдко прямо переносились на плоск1я, 
какъ напр. типически многоугольникъ и т. п. Вообще я стре- 
мился достичь возможнаго равнов^схя въ изложен1И и удалять 
каждому вопросу м^сто, соответствующее его важности. По- 
этому при вообще сжатомъ изложенхи столь громаднаго отдела, 
т* его части, который не находятъ пока непосредственныхъ прак- 
тическихъ приложешй, какъ напр. теор1я многогранниковъ выс- 
шей степени, представлены зд^сь лишь въ своихъ основпыхъ 
принципахъ. 

Отдавая это свое произведен1е на судъ ученой публики, я 



знаю 11иог1я его весовершевства в ороиахн, в над-Уось 
юръ будетъ снисходвтеленъ «ь виду того обстояте^ь 
грудъ этоть ^редстав^яетъ первую попытку свстена- 
из^ожеи^я вс^хъ существеяныхъ отд'кювъ э^еиентар- 
я о т-Ьдесныхъ Фигурахъ. 



Е. Федороеъ. 



I. 



ФИГУРЫ ОТКРЫТЫЯ 



ГЛАВА 1. 
Понят1е о гоноэдрахъ и ихъ измЪренж. 

§ 1. Опредгьлете 1. Трехграннымъ угломъ называется без- 
граничная часть пространства, заключающаяся между тремя пере- 
секающимися плоскостями. 

Примтьчанге. Въ трехгранномъ угл* слЬдуетъ различать 
вершину, три плоскихъ, три двугранныхъ. угловъ и три ребра. 
Въ немъ каждой грани противолежитъ ребро и наоборотъ. 

Опредтьлеше 2. Трехгранные углы называются равными, 
если при наложенш другъ на друга приличнымъ образомъ могутъ 
быть совмещены. Въ противномъ случае они неравны. 

Опредтьлеше 3. Симметричными или противоположно равными 
трехгранными углами называются таме, которыхъ можно такъ 
приложить другъ къ другу, чтобы ребра и грани одного изъ 
нихъ составляли продолженхе реберъ и граней другаго. 

Примтьчанге. Ясно, что два так1е угла можно расположить 
симметрично относительно некоторой плоскости. 

Опред)ьлеиге 4, Прямымъ трехграннымъ улломъ называется 
такой, у котораго всЬ три двугранные угла прямые. 

Опредтьленге 5. Вертикальнымъ (или призматическилгь) трех- 
граннымъ угломъ называется такой, у котораго два двугран- 
ные угла прямые. 



редпленге 6. Пряноугольнынъ трехграннымъ углонъ на- 
ся такой, у котораго одиаъ двугранный уголъ прямой. 
редгьленге 7. Праввдьныиъ (или трвгональнынъ) трех~ 
1мъ углоиъ называется такой, у котораго в(гЬ двугранные 
>авны между собою. 

редгьленк 8. Равяобедреиныиъ 'трехграннымъ угломъ па- 
ся такой, у котораго два двугранные угла равны между 

•ьдстш а. Въ прямомъ трехгранномъ угл* ВС'Ь плоск1е 
ряиыс. Въ саномъ д'Ёл'1, каждые 2 грани, будучи перпен- 
рны къ третьей, должны перес'1Бкаться по прямой, нерпен- 
[}ной къ последней, а следовательно иуглымеждуребраии 
1ен1я граней должны быть прямые. 
гьдствге Ъ. Въ вертикальноиъ угл^ плоск1е, противоле- 
пряиымъ двугравныиъ, до,1жны быть прямые. Доказа- 
ю этому тоже, что въ предъидущемъ случае; только вм-Ьсто 
угодно двухъ граней въ разсмотр-Ьше нужно привлечь гЬ 
торыя перпендикулярны къ третьей. Очевидно, что верти- 
6 трехгранный уголъ всегда равнобедренный. 
гдспте с. Два равные правильные или равнобедренные 
аввые угла сиииетрнчны между собою. 
I. Теорема 1. Два трехгранные угла равны между собою, 
•6 три ихъ плоск|е углы соотв-Ьтственно равны и соотв^т- 
) расположены; если же плоск1е углы равны, по располо- 
1ротивоположпо, то трехгранные углы симметричны. 
^мпманге. Подъ словами соотвлшственное расположеме 
жоложенге въ одинаковой посА^ьдоваV^ель»ости мы будемъ 
гь такое, когда при пом-ёщсепи угловъ вершиаами по на- 
11ю къ глазу и при сл^Ьдованш глазомъ отъ одной соотв^т- 
)й грани къ другой, ось глаза въ обоихъ случаяхъ будетъ 
ать дугу или по направлен1ю часовой стрелки иля по направ- 
|братному; напротивъ того, если при этихъ услов1Яхъ ось 
:л-Ьдяшаго за гранями одного угла, будетъ перемЬщаться 
^вой стр-Ьлк*, и сл'бдящаго за гранями другаго угла, бу- 
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деть перем'1^1цаться по обратному наиравденш, то расположен1е 
граней у двухъ данныхъ угловъ, будетъ противоположное. ^) 

Пусть уголъ СОС будетъ одинъ изъ данныхъ плоскихъ уг- Фиг. 1. 
ловъ. Примез1ъ ребра ОС и ОС за оси вращешя, и опишемъ 
около нихъ два конуса вращен1я ОАЫУ и ОВТУВу принявъ за 
углы растворенхя углы вдвое больше двухъ др)тихъ данныхъ 
плоскихъ угловъ Зат^мъ, изъ О какъ изъ центра произвольнымъ 
радхусомъ опишемъ шаровую поверхность; пусть посл'Ьдняя пере- 
сЬчетъ оба конуса по окружностямъ АВВ' и ВТУВ^ пересЬка- 
юш,имся между собою въ точкахъ В^ и В. Нетрудно видеть, что 
углы О.С(/В и О.ССВ' им'Ьютъ всЬ три плоск1е угла равные 
даннымъ, но ихъ грани расположены противоположно. Если бы 
намъ была задана та именно последовательность плоскихъ угловъ, 
которая существуетъ въ трехгранномъ угл* О.СВ(У^ то нетру- 
дно доказать, что этотъ уголъ представлялъ бы единственное воз- 
можное р']^шен1е. Въ самомъ л^л^^ искомое ребро ОВ должно 
одновременно находиться на обоихъ коническихъ поверхностяхъ 
и сл'Ёдовательно на прямой ихъ перес'Ёчен1я; если бы оно распо- 
ложилось по прямой ОЕ вн* конуса ОВВВ^, то уголъ ЕО(У не 
былъ бы равенъ данному, а былъ бы больше, а если бы 0^& про- 
ходила внутри того же конуса, то уголъ былъ бы меньше даннаго. 

Если же два данные угла ОЛБСиО-^^В^С, им^ютьиротиво- Фиг. 2. 
положное расположеше граней, то мы можемъ совм']^стить въ 
точк* О ихъ вершины и расположить грани ЛОС л А^ОО^ такъ, 
чтобы АО составляло продол жен1е А^О и СО продолжеше С^О. 
Если бы ребро ОВ1 не пошло по продолжешю ребра ОВ, и при- 
няло бы какое нибудь положеше ОВ^ то, продолживъ ОВ, мы 
получили бы новый трехгранный уголъ ОА^В^С^^ укотораго вс/Ь 
плосше углы были бы равны плоскимъ угламъ трехгр. угла 
ОАуВ^С^ и одинаково съ ними расположены, а это, какъ мы до- 
казали, невозможно; следовательно, ребро ОВ^ должно совпасть 



^) Общее опред'{>лен1е расположеше направлен!!) въ одну и туже или про> 
тивоположную сторону см. напр. Гадолияа «Выводъ вс'1^хъ кристалл ограФи- 
чсскихъ системъю въ Зап. Мин. Об. Т ГУ стр. 116. 



съ ОВ, т. е. продо.1жеи1емъ ОВ; значить, я трехгранный уголь 
ОА^В^С\ симиетриченъ углу ОАВС. 

Теорема 3. Трехгранные углы равны между собою, если два 
как1е-иибудь плпск1е угла одного соотв-бтственно равны двумъ 
плоскнмъ угламъдругаго, если двугранный уголъ одного лежаиий 
между данными плоскими углами равенъ соотвЬтствевному дву- 
гранному углу другаго и если данный части расположены въ оди- 
наковой посл'Ёдовательностн. Если же они расположены въ про- 
тивоположной посл-Ёдовательности, то трехгранные углы симме- 
трвчны. 

Первая часть теоремы легко доказывается наложен1енъ, а 
вторая — подобно предъидущему случаю. 

Те(^ема В. Трехгранные углы равны между собою, если 
два плоск1е угла одного соответственно равны двумъ [1лоскимъ 
угламъ другаго, если двугранный уголъ, нротиволежащ1Й одному 
плоскому, равенъ соотв-Ьтственному двугранному углу другаго, 
данныя части расиоложены въ одинаковой последовательности, и 
притомъ известно, будетъ ли двугранный уголъ, противолежащей 
другому плоскому, острый или тупой. Если же расположеше 
противоположное, то трехгранные углы симметричны. 

Эта теорема доказывается подобно средъидущимъ. 

§ 3. Теорема 4. Сумма двухъ плоскихъ угловъ въ трех- 
гранномъ угле всегда больше третьяго. • 

Это положен1е можно принять безъ доказательства совер- 
шенно также какъ то, что ломанная больше прямой, такъ какъ 
въ основанш обояхъ' положений лежитъ одна и таже очевидность 
въ первомъ случае по отношен1ю къ плоскости, а во второмъ по 
отношен1ю къ СФере. Однако, основываясь на последнемъ поло- 
жен1и можно доказать н первое. Въ саиомъ деле, вообш,е одвнъ 
и.1ъ нлоскихъ угловъ даннаго трехграннаго наибольш1Й, а для 
того случая, когда имеется по крайней мере два равныхъ ваи- 
большихъ угла, положеше очевидно само по себе. Пустьже уголъ 
Фчг. 3. вое будетъ наибольш!й; докажемъ, что ВОС < ЛОВ -ь ЛОС. 
Отложимъ на первомъ часть ВОВ =ВОА и частя 0В= ОТ) = ОЛ. 
Соединивъ В съАV^ В прямыми и продолживъ ВВ до пересече- 
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шя съ ОС въ точк* К^ ПОЛ} чимъ А ВОВ = А АОВ^ сл*дова- 
ватёльно В А =ВВ, и такъ какъ В К = ВВ -н ВК <АВч-' АК, 
то ВК < АК, а потому и уголъ ВОК < АОК^ сл-Ьдовательно и 
ВОК-^ ВОВ =ВОК < ВО А -^ АОК. 

Теорема 5. Если въ двухъ трехгранныхъ углахъ два плоскхе 
угла одного соответственно равны плоскимъ угламъ другаго, а 
двугранные углы, лежащхе между ними, неравны, то большему 
двугранному углу противолежитъ больш1й плоск1Й, и наоборот^. 

Совм'Ьстимъ равные плосюе углы АОВ обоихъ трехгран- 
ныхъ угловъ, и пусть два друг1е равные плоскхе угла б}- дуть Фиг. з. 
АОС и АОС; пусть двугранный уголъ АО. СВ больше ОА. СВ; 
докажемъ, что плоскш уголъ СОВ больше СОВ. Опише51ъ изъ 
О какъ изъ центра рад1усомъ равнымъ единиц'Ь, шаровую по- 
верхность; она, перес]^каясь съ плоскостями данныхъ угловъ даетъ 
дуги большаго круга АВ^ ВС и СМ и АВ^ ВС и СВ. На осно- 
ванш предъйдупгей теоремы пишемъ: СОВ -н ВОВ > СОВ, 
или, что все равно СВ -+- ВВ > С В; также СВ н- ВА > СА\ 
следовательно СВ -^ ВВ ч- СВ -^ ВА = ВС-^ АС>СА'^ 
СВ, а такъ какъ по услов1ю АС = АС, то ВО ВС, т. е. 
уголъ вое > вое. 

Примгьчате. Изъ предъидущихъ теоремъ легко видеть ана- 
Д0Г1Ю между свойствами трехгранныхъ угловъ и плоскихъ трех- 
угольниковь; легко видеть также, что дз'ги, получающ1ЯСя отъ 
иерес'1чен1я плоскостей трехграннаго угла шаровою поверхностью 
рад1уса равнаго единице, описанною изъ его вершины какъ изъ 
центра, равныя по своей м%ре плоскимъ угламъ, играютъ въ 
этой аналопи роль сторонъ, а двугранные углы или углы между 
прямыми, касательными къ дугамъ — угловъ посл-Ьдняго. Всл^д- 
ств1е этого, изучеше трехгранныхъ угловъ сводится къ изученхю 
сферическихъ треосугольниковъ т. е. гЬхъ трехугольниковъ, сто- 
роны котораго суть дуги круга или лин1и пересЬчешя СФеры 
(шаровой поверхности рад1уса равнаго единице) съ гранями дан- 
наго угла. 

§ 4. Опред^ьленге 9. Взаимно дополнительными или полярными 
трехгранными углами называются два такхе, у которыхъ плоскхе 
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углы одного составляюсь дополнен1е до 2с1 двуграннымъ угламъ 
другаго и наоборотъ. 

Примпчате. Это ооред^леыхе ясно подразум']^ваетъ извест- 
ный соотношешя, которыя нужно доказать, что мы сейчасъ же 
Фиг. 4. и сд^лаемг. Пусть изъ точки 0\ взятой гд* нибудь внутри трех- 
граннаго угла О ЛВС опущены на грани этого угла перпендику- 
ляры О'Л', (УВ^ и О'С; получаемъ новый трехгр. уголъ СУАВ^С 
Ясно, что, такъ какъ (У В' -к ЛОС и ОС/ -Ь АОВ^ то и наобо- 
ротъ АО Л- В'(У(У\ также докажемъ, что ВО Л, ЛО'С/ и СО Л_ 
ЛОВ\ Поэтому плосюе углы пересЬчешя граней построеннаго 
угла съ двумя гранями даннаго, будутъ служить м^рою двугран- 
ныхъ угловъ посл'Ьдняго, также какъ углы пересЬченхя граней 
даннаго угла съ двумя гранями построеннаго будутъ служить 
м'Ьрою двугранныхъ угловъ построеннаго, а ъъ силу этого для 
этихъ двухъ угловъ О.АВС и 0\А'&(У имеютъ м^сто всЬ гЬ 
соотношетя, которыя входятъ въ опред^ленхе двухъ взаимно 
дополнительныхъ трехгранныхъ угловъ. На основан1и этого два 
взаимно дополнительные угла мы можемъ опред'Ьлить какъ так1е, 
которые можно такъ расположить одинъ по отношен1ю къ дру- 
гому, чтобы ребра одного были перпендикулярны къ гранямъ 
другаго и наоборотъ. Отсюда непосредственно вытекаетъ: 

Слтьдспте а. Равнымъ трехграннымъ угламъ соотв-Ьт- 
ствуютъ равные взаимнодополнительные углы, причемъ равнымъ 
плоскимъ будутъ соответствовать равные двугранные углы до- 
полнительнаго, большимъ плоскимъ — мёньшге двугранные и 
мёньшимъ плоскимъ — большхе двугранные, и наоборотъ. 

На основаши этаго же опред'Ьлен1Я и теоремъ 1 — 3, а 
г^ также сл-Ьдствге а, получаемъ: 

Слтьдспте Ь. Трехгранные углы равны между собою, если 
всЬ двугранные углы одного соответственно равны двуграннымъ 
угламъ другаго и данныя части одинаково расположены: если 
же они расположены противоположно, то трехгранные углы сим- 
метричны. 

Слгьдспте с. Трехгранные углы равны между собою, если 
два как1е-нибудь двугранные угла одного соответственно равны 
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двумъ двугранньщъ угламъ другаго, если плошй уголъ одного, 
лежащ1Й между двумя данными двугранными углами, равенъ 
соответственному плоскому углу другаго и если данный части 
расположены въ одинаковой посл-Ьдовательности. Если же по- 
сл'1довательность противоположная, то трехгранные углы симме- 
тричны. 

Слгьдствге й. Трехгранные углы равны между собою, если 
два двугранные угла одного соответственно равны двумъ дву- 
гранвымъ угламъ другаго, если плоскш уголъ, противолежащтй 
одному двугранному углу равенъ соответственному плоскому 
углу другаго, а относительно другаго противолежащаго плоскаго 
угла дано, острый онъ или тупой, и данныя части расположены 
въ одинаковой последовательности. Если же последовательность 
противоположная то трехгр. углы симметричные. Наконецъ, при- 
влекая сюда определешя § 1 , получимъ. 

Слгьдстте. е. Все прямые трехгранные углы равны. 

Сл9ьдспте /*. Вертикальные трехгранные углы равны между 
собою, если одинъ изъ плоскихъ, кроме пряиаго, или одинъ изъ 
двугранныхъ, также кроме прямаго, въ одномъ изъ ннхъ равенъ 
еоответственному плоскому или двугранному углу другаго. 

Изъ теоремы 5 вытекаетъ обратное ей следств1е, а именно 

Слгьдствге д. Если въ двухъ трехгранныхъ углахъ два дву- 
гранные равны между собою, а плосше, лежаице между ними, 
неравны, то большему плоскому углу противолежитъ и больш1Й 
двугранный, и наоборотъ. Изъ теоремы 4 вытекаетъ: 

Слгьдствге к. Сумма двухъ двугранныхъ угловъ меньше 
2(1 -ь трет1й двугранный Въ самомъ деле, означивъ чрезъ а, 
бис плоск1еуглы, 2й — а, 2(1— Ъ и 2й — сбудутъ двугранные 
углы дополнительнаго, а такъ какъ а -•- Ь > с, то — а — Ь< — с 
и (2(1— а) -н (2(1— Ь) < 2й -^ (2й— с). 

Примгьчанге. На основан1И предыдущихъ обозначен1й, все 
эти теоремы и следств1я можно Формулировать и инымъ обра- 
зомъ, называя плоск1е углы стороналга, а двугранные углы — 
углами СФерическаго трехугольника. Напр. следств1е Ь можно 
выразить такъ: СФерическ1е трехугольники равны, если углы 



одного равны угламъ другаго и части расположены въ одинако- 
вой посл-Ьдовательности. Сл'1^дств1е)^ можно выразить такъ: сумма 
двухъ угловъ сФерическаго трехугольника меньше 2с1 н- третш 
уголъ. 

Выведемъ въ новой терминолопи друг1я теоремы. 

Теорема 6. Въ одномъ и томъ же СФерическомъ трехуголь- 
ник'Ь противъ равныхъ сторонъ лежать равные углы и наобо- 
ротъ. 

Пусть въ СФерическомъ трехугольник* -4ВС сторона -4В= 
АС. Д^лимъ ВС пополамъ и соединяемъ полученную точку В съ 
Фиг. 5. точкою А (т. е. чрезъ точки А, В т центръ СФеры проводимъ 
плоскость до пересЬчешя съ последнею). Получаемъ два трех- 
угольника АВВ и АСВ, ъъ коихъ АВ=АС по условш и ВВ = 
СВ по построешю, и АВ —общая. Следовательно (теорема 1) 
трехугольники симметричны, а потому уголъ АВВ = АСВ, 

Если бы было дано, что <САВС= <САСВ, то пришлось бы 
различить два случая: 

1 ) ВАВ и ВАС<^Л. Д']^лимъ ВСпополамъ и получаемъ АВВ= 
АСВ, ВВ = СВ и АВ — общая для двухъ трехугольннковъ^ 
сл'Ьдовательно (теорема 3) трехугольники АВВ и АСВ симмет- 
ричны, а потому АВ = АС. 

2) Если бы, разд^линъ В В' пополамъ ъъ точк* В' и соеди- 
нивъ В' съ А мы получили бы при А острый и тупой уголъ, то 
теорема была бы несправедлива. Нетрудно уб'Ёдиться однако, 
что въ этомъ случа'Ь СФеричесмй [трехугольникъ превращается 
въ двухсторонникъ. 

Теорема 7. Сумма угловъ СФерическаго трехугольника зак- 
лючается между 2й и 6(?, а сумма сторонъ между о и 4с?, при 
УСЛ0В1И, если ни одинъ изъ плоскихъ угловъ не бол-Ье 2с1. 

Положимъ, что данный трехугольникъ есть АВС. Продол- 
жимъ до перес'Ьчен1я въ точк'Ь В стороны АВ и АС] они должны 
пересЬчься, потому что выражаютъ дв-Ь плоскости, проходяпця 
Фиг. 6. чрезъ центръ СФвры и значитъ пересекаются на СФерЬ именно 
въ точкахъ д1аметрально противоположныхъ. Итакъ АВВ = 2е? 
и АСВ = 2с1,т ВВ-^-СВ>ВС, следовательно АВВ -+- АСВ = 
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Ы^АВ-^ВС-^АС. Что сумма трехъ плоскихъ угловъ можетъ 
быть сд'Ёлана сколь угодно малою, очевидно. Теперь стоить 
только ъджкшитъ выражен1я для плоскохъ угловъ соотв^тствую- 
щимъ выражен1емъ для дополнительныхъ двугранныхъ, чтобы 
доказать и остальную часть теоремы. Д']^йствительно , означивъ 
плоск1е углы чрезъ а, Ь и с, получимъ а -ь Ь -+- с < 4с? или 
Ы — А'^2Л — Л-+-2Й — (7< 4(^, а также а -*-[Ь -♦- с > О или 
2й — А-^Ы — Б н- 2е? — С > О, откуда выходить, что 2Л < 
-4 ~|- Б -н С < 6(?, что и требовалось доказать. Изъ теоремы 6 
вытекаеть: 

Слгьдсшвге а. Правильные СФерическ1е трехугольники равны, 
если одна изь частей одного равна соотв'Ьтственной части дрз'- 
гаго. 

Слтьдстеге Ъ. Равнобедренные СФеричесше трехугольники 
равны, если дв'ё кашя-нибудь части (только конечно не дв'ё рав- 
ный) одного равны двумь соотв'Ьтственнымь частямъ другаго. 

Олтдствге с. Кром'Ь того: Прямоугольные СФерическ1е трех- 
угольники равны или симметричны, смотря по расположенш ча- 
стей, если соотв']&тственно равны: 

1) оба катета. 

2) оба угла, 

3) Уголь и катетъ. Остальныя услов1я равенства не отли- 
чаются по Формулировке оть общихъ; только во всЬхь случаяхь 
приходится принять во вниман1е равенство прямыхъ угловь. 

§ 5. Опредгьлеме 10. Многограннымь угломъ называется 
безграничная часть пространства, заключающаяся между н1^с- 
колькими плоскостями, пересекающимися въ одной точк'Ь, назы- 
ваемой вершиною угла. 

Примгьчанге а, Въ виду того, что «многогранный уголь» 
какъ терминь неудобенъ по своей длинноте, а также и потому, 
что противополагается «трехгранному углу», какъ другому тер- 
мину, тогда какъ, какъ мы сейчасъ увидимъ, это противополо- 
жен1е не им'Ёетъ никакого существеннаго основан1я, мы соеди- 
нимь въ посл^дующемь изложен1И оба эти термина въ одинъ — 
гоноэдръу причемь для того, чтобы выразить, гд* это нужно, 

XXI. 2 
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энное число граней, будеиъ употреблять ирнставку, выра- 
ашую это число, наыр. тригоноэдръ означаеть трехгранный 
1ъ, тетраговаэдръ — четырехгранный уголъ и т д. 
Пргшгьчате Ъ. Въ каасдоиъ гоноэдр^ имеется столько же 
скихъ, сколько а двуграыныхъ угловъ, что легко вяд-Ьть, если 
1ать с'Ёчен1е угла плоскостью, иричемъоолучаетсяиногоуголь- 
ь съ т'Ёмъ же числоиъ угловъ, сторонъ и вершинъ, сколько 
гоноэдр'Ь двугранныхъ и олискахъ угловъ, в реберъ. 
Если же изъ вершины гоноэдра какъ иэъ центра описать 
ру, то получится сФерическ1Й многоугольникъ; его стороаы 
^тъ изм-Ьрять плоск1е углы гоноэдра, его углы — двугранные 
ы гоноэдра, а его вершины будутъ соотв-йтствовать ребраиъ. 
Опредгьленге 11. Гоноэдры называются равиыии, если ори 
:>жен1и одного на другой приличныиъ обраэомъ они со&Н'Ё- 
гсн. 

Опредтьленге 13. Гоноэдры называются снмиетричныыи, влн 
гявоположно равными, если ихъ можно такъ расположить, 
5ы ВСЁ ребра одного составляли продоляЕе{)1е реберъ другаго. 
Примгьчанге. Какъ для тригоноэдра, такъ и для всякаго дру- 
3 мы иожеыъ найти такое расположев1е, чтобы они стали син- 
ричныни относительно какой-нибудь плоскости, если сами 
гые гоноэдры сиииетричны. 

Опредгьленге 13. Гоноэдръ называется правнльныиъ (или по- 
жальнымъ), если вс'Ь его олоскхе и двугранные углы соотв^т- 
ввво равны другь гругу. 

Пргшгьчанге. Ясно, что правильному гоноэдру отв'Ьчаегь пра- 
ьный СФерическ1й многоугольникъ. 

Опредгьленге 14. Гоноэдръ называется выпуклынъ, если веб 
двугранные углы меньше 2А. 

Примгьчанге. Изъ онред'Ьленхя 1 4 вытекаегь, что теорема 7 
)сится къ вьшуклыиъ тригоноэдраыъ. 
Опред)ыенге 15. Два гоноэдра называются полярными или до- 
штельными, ес1и вхъ можно такъ расположить одииъ но от* 
1ен1ю къ другому, чтобы ВСЁ ребра одного были перневдику- 
^ы къ гранямъ другаго, и наоборотъ. 
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Примгьчате а. Ясно, что это опред'Ьленхе, а также бол'Ье 
частное 9 опред'Ьлен1е относится только къ выпуклымъ гоноэд- 
рамъ. Бъ самомъ д'Ёл']^, назвавъ двугранные углы гоноэдра чрезъ 
А^ 5, С .. . получимъ, что плоскхе углы дополнительнаго будутъ 
2Л — А^ 2А — ^5, 2й — С..; если бы одинъ изъугловъ А^В... 
былъ бы больше 2с1, то пришлось бы принять существован1е 
отрицательныхъ плоскихъ угловъ, что выходить изъ предала 

имеющихся ЗД'ЬСЬ ВЪ виду УСЛ0В1Й. 

Пргшуьчанге Ь. Легко вид-Ьть, что къ дополнительнымъ гоно- 
эдрамъ вообще можно приложить тЬ же разсужден1я, который 
ВЪ предъидущемъ § относились къ дополнительнымъ тригоноэд- 
рамъ, а потому изъ нихъ вытекаютъ гЬ же сл'Ьдствхя т. е. 

Слгьдствге а. Плоск1е углы гоноэдра дополняюгь до 2А дву- 
гранные углы дополнительнаго, и наоборотъ. 

Слгьдс7пвге Ъ. Равнымъ или симметричнымъ гоноэдрамъ отв-Ь- 
чаютъ равные же или симметричные дополнительные. 

Теорема 8. Гоноэдръ объ п граней можно разделить на п — 2 
тригоноэдра. 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, построивъ соотв'Ьтствующ1Й СФеричесюй п- 
угольникъ, мы его легко разд*лимъ на п — 2 СФеричесше треху- 
гольника. Еще проще зам-бнить СФеричесмй многоугольникъ 
плоскимъ, происшедшимъ отъ сЬчешя гоноэдра какой нибудь 
плоскостью, не параллельною ни одной изъ граней посл'Ьд- 
няго, 

Слгьдствге а. На основан1и этой теоремы непосредственно 
вытекаетъ, что услов1я равенства гоноэдровъ вообще таковы: 
если два данные гоноэдра можно разбить на одинаковое число 
равныхъ и одинаково расположенньтхъ тригоноэдровъ, то гоно- 
эдры равны между собою. 

Слгьдствге Ъ, Услов1я же симметричности выразятся такъ: если 
два гоноэдра разбиваются на одинаковое число симметричныхъ и 
расположенныхъ въ обратной посл'Ьдовательности тригоноэдровъ, 
то гоноэдры симметричны. 

Слгьдствге с. Правильные гоноэдры равны и симметричны, 
если им'Ьютъ одно и тоже число граней и если одинъ изъ плос- 

2* 
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кихъ ил двугранныхъ угловъ одного равенъ соотв1^тственному 
углу другаго. 

Теорема 9. Каждый гоноэдръ можно разбкть на весьма 
большое число весьма малыхъ тетрагоноэдровъ, отличающихся 
одинъ отъ другаго на величин}' безконечно малую. 

Пусть намъ данъ гоноэдръ или что все равно СФерическхй 
Фиг. 7. многоугольникъ АВВСЕ. Проведемъ рядъ параллельныхъ кру- 
говъ к^^2 Мо--.такъ, чтобы величины дугъЬ^Ь,, ЬД... по мери- 
Д1ану были бы равны между собою. VIегко видеть, что если при- 
мемъ эти дуги за направляющгя, а за нроизводяп^ую возьмемъ 
прямую, приходящую чрезъ центръ СФеры, то получимъ рядъ 
коническнхъ поверхностей съ углами растворещя п^Пз, п,... 
Пусть »! — Пд = Пз — Пз = какой нибудь весьма малой величин-Ь 
напр. 1 0""^, гд^ р положительная величина ббльшая всякой дан- 
ной. Разд-Ьлимъ дугу к^^ съ наименьшимъ радтусомъ на весьма 
большое число равныхъ частей, исходя въ ту и другую сторону 
отъ мерид1ана Ъ^ Ъ^, и чрезъ каждую точку д'Ёлешя проведемъ 
часть мерид1ана до перес^чешя съ сл^дл^ющею дугою к^^; по- 
сл'Ьднюю въ свою очередь разд-Ьлимъ на части, равныя частяАгь 
ЬхО^ш опять чрезъ точки д^ленЫ проведемъ части мерид1ана и 
т. д. Такимъ образомъ площадь СФерическаго многоугольника 
разбивается на площади безконечно-малыхъ равнобедренныхъ 
трапещй; такъ какъ величины ихъ сторонъ безконечно малы, то 
они отличаются безконечно мало отъ прямыхъ (т. е. хордъ, стя- 
гивающихъ. эти стороны); высоты этихъ трапещй равны между 
собою. Съ другой стороны, оба основан1я каждой трапещй раз- 
нятся другъ отъ друга на величину меньшую всякой данной, а 
также и основашя вс^хъ трапещй, обращенный къ первой дуг^ 
к^^; поэтому и средн1я основан1я вс1^хъ трапещй отличаются 
другъ отъ друга на величину меньш}ю всякой данной. Сл'1^дова- 
тельно, величины площадей этихъ трапещй или соотв^тству- 
ющихъ тетрагоноэдровъ (элементарныхъ) отличаются одна отъ 
другой на безконечно малыя величины. 

Итакъ, ВСЯК1Й гоноэдръ можно разсматривать какъ пред'блъ 
суммы равныхъ тетрагоноэдровъ. 
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§ 6. Опредгьленге 16. Гоноэдры называются равном'Ёрньши, 
если ихъ можно составить изъ одинаковаго числа равныхъ го- 
ноэдровъ. 

Слгьдапвге о. Гоноэдры равномерны, если сами составляютъ 
равныя части равном^рныхъ гоноэдровъ. Въ самомъдел1^, пусть 

два гоноэдра р^ вр^ составляютъ — часть угловъ, выражающихся 

величиною р. На основан1И предъидущей теоремы мы можеиъ 
представить себ*! р раздЬленнымъ на некоторое, ббльшее всякаго 
даннаго, число п равныхъ тетрагоноэдровъ %. Какъ въ р^ такъ 

и въ Рз такихъ 71: пом-Ьстится ^-частное, которое можно при- 
нять за ц^лое число, такъ какъ а— величина конечная, а п — 
большая всякой данной. И такъ, р^ = ^ т: ир^ = -- тс т. е. р^ =|?а 

и значитъ данные гоноэдры равномерны. 

Слуьдстеге Ъ. Изъ хода доказательства теоремы 9 легко ви- 
деть, что величины гоноэдровъ пропорщональны площадямъ со- 
ответствующихъ СФерическихъ многоугольниковъ. 

Слгьдстеге с. Отсюда сл^дуотъ также, что величины гоноэд- 
ровъ пропорц10нальны объемамъ секторовъ, ограниченныхъ съ 
одной стороны гранями гоноэдра, а съ другой — СФерою. 

Слгьдствге й. Симметричные гоноэдры равномерны, такъ 
какъ ихъ можно составить изъ одинаковаго числа равныхъ эле- 
ментарныхъ гоноэдровъ \). 

Слгьдспте е. Такъ какъ на двугранный уголъ можно смо- 
треть какъ на тригоноэдръ; у котораго одинъ изъ двугранныхъ 
угловъ равенъ 2с?, то все предъидупця следствтя распространя- 
ются и на двугранный углы. 

Если как1я нибудь три плоскости ?7, 5 и ТГ пересекаются 
въ одной точке О , то Около нея образуется восемь тригоноэдровъ, Фиг. 8. 
имеющихъ общую вершину въ О — по четыре съ каждой стороны 



^) бег^хеп показалъ, что всяк1Я дв-Ь раввон^^рныя Фигуры на СФор* 
(также какъ и на плоскости) всегда можно разд-^^ить на равныя части. Этотъ 
выводъ позволяетъ непосредственно пользоваться опред']&лен1емъ 16; въ об- 
щеиъ случа^^ построен1е будетъ однако очень длинно и сложно. Си. СгеИе 
^011^11 1838. 10 В. стр. 235 и ел. 
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какой нибудь изъ этихъ плоскостей. Легко вид'Ьть, что каждый 
изъ этихъ четырехъ угловъ симметриченъ одному изъ остальныхъ 
четырехъ, такъ ОАВЕ симметриченъ ОСВР^ ОВСВ — ОАЪ'Р^ 
ОСВЕ—ОАВР и ОАПЕ—ОВСР. По положеюю эти углы одинъ 
но отношен1ю къ другому называются противоположными. 

И такъ, противоположные тригоноэдры симметричны. 

Опредгьленге 17. Смежными по ребру ^) называются два 
так1е тригоноэдра, у которыхъ одно ребро обшее, составляюпх1я 
же грани, а также оба остальныя ребра одного составляютъ про- 
должен1е соотв'Ётственныхъ граней и реберъ другаго тригоноэдра. 
Напр. ОАВЕ и ОСВЕ смежные по ребру. 

Опредп^леиге 18. Смежными по грани ^) называются два 
так1е тригоноэдра, у которыхъ одна грань общая, а противоле- 
жащ1я ей ребра составляютъ прямую линш, напр. О.АВР 
и О. СВР. 

Примгьчанге. Легко вид'1^ть, что оба эти угла составляютъ 
ВМЕСТЕ одинъ двугранный, коего ребро есть то самое, которое 
составляется изъ реберъ обоихъ угловъ. 

Теорема 10. Сумма смежныхъпо ребру тригоноэдровъ равна 
двугранному углу, коего ребро есть то самое, по коему смежны 
данные углы. 

Въ самомъ д'Ьл* О.АВЕ-%- О.АВР = ЕР.АВ; но О.АВР= 
О.СВЕ^ какъ противоположный; следовательно ОАВЕ -♦- 
ОСВЕ=ЕР.АВ. 

Слгьдствге а. Прямой тригоноэдръ изм'Ьряется 45^^, такъ 
какъ сумма смежныхъ по ребру двухъ такихъ угловъ равна 90"^, 
а они, какъ прямые, равны между собою. 

Это же сл'&дствхе выводится одинаково и изъопред'Ьлен1я 18 
и прйм1&чашя къ нему. Для отлич1я прямаго тригоноэдра отъ пря* 
маго плоскаго угда, мы будемъ означать первый буквою В\ по- 
этому 1) = 45^ = -5- 



^) §с11е11;е№е1еске, см. ВаНгег. Рхе Б1ет. (1ег. Ма1;Ь. 5 АиЛ. в. 166. (II). 

2^ ^А^10пг1га1ал1го {Ь^Л 



^) КеЬе11с1ге1еске, 1Ы(1. 
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Слгьдстеге Ь. Сумма гоноэдровъ, расположенныхъ около од- 
ной точки равна 8 2)= 360°. 

Слгьдспте с. Сумма гоноэдровъ, расположенныхъ по одну 
сторону плоскости равна 4 1)= 180°. 

Слгьдствге й. Вертикальный тригоноэдръ измеряется полови- 
ною плоскаго, или что все равно, двуграннаго, непрямаго, угла. 
Въ самомъ ккЛ^ сумма его со смежнымъ ему по грани равна а, 
если чрезъ а означимъ , его плоск1й или двугранный, не прямой, 
уголъ; но такъ какъ оба эти угла равны между собою, ибо мо- 

гутъ быть совмещены, то каждый изъ нихъ равенъ -^ 

Слтьдстеге е. Гоноэдръ изм'Ёряется половпною площади со- 
отв-Ьтствующаго ему СФерическаго многоугольника. Въ самомъ 
д-бл* сумма всЬхъ гоноэдровъ около одной точки будетъ соотв'Ьт- 
ствовать всей сФер')^ и равна 81) = 4е? = 2 тс. Площадь же 
всей Сферы равна 4. тс. 1^ = 4 тс. 

Опредтьленге 19. Гоноэдръ, изм']&ряющ1Йся больше ч']&мъ 45° 
называется тупой, а меньше — острый. 

Опредтьленге 20. Если всЬ двугранные углы гоноэдра больше 
2Л^ то онъ называется вогнутымъ; если же одни углы больше, а 
друг1е меньше ч^&мъ 2^, то онъ называется выпукловогнутымъ. 

Опредтьленге 21. Коническ1й уголъ есть пред-Ьлъ гоноэдра, 
коего число реберъ возрастаетъ безгранично; коническ1й уголъ 
будетъ вьшуклый, вогнутый или выпукловогнутый, смотря по 
тому, каковъ будетъ гоноэдръ, которому самъ коническ1й уголъ 
служить пред^лом^ь. 

Примтьчаиге. Очевидно, что величина гоноэдра сл}'житъ непо- 
средственною м-Ьрою его 'р]^лесной остроты или тупости, конечно 
при томъ УСЛ0В1И, если мы ограничимся величинами О — 2(2. Плос- 
кость, представляющая собою гоноэдръ, им'&ющш посл']&днюю ве- 
личину, есть уголъ абсолютно тупой и представляетъ пред-бль 
т-^лесной тупости. Пред'1^лъ же остроты или уголъ ровный О есть 
прямая лишя. Не должно упускать изъ виду, что изм'бренш въ 
смысл'Ё гЬлесной тупости или остроты подлежать только т* гЬ- 
лесные углы, которые по всей своей величин^& находятся по одну 
сторону плоскости, проходящей чрезъ ихъ вершину. 



— 16 — 

§ 7. Дв-Ь параллельный плоскости 2Ги Н\ перес']&каемыя двумя 
другиме, ?7 и Ж, опред'Ьляютъ шестнадцать тригоыоэдровъ, им*- 
ющихъ соотношенге другъ къ другу. 

Опредтьленге 22. Соотв-Ьтственными тригоноэдрами называ- 
ются так1е, которыхъ ребра параллельны и направлены въ одну 
и ту же сторону; напр. О.АВЕ и О'.А'В'Е'. Изъ нихъ одинъ 
О.АВЕ будетъ внутреннШ, а другой 0\А'В'Е' вн-ЬшиШ. 

Опредтьленге 23. Накрестлежащими тригоноэдрами называ- 
ются таше^ которыхъ ребра параллельны, но направлены въ про- 
тивоположную сторону; напр. О.АВЕ и О.СТУЕ будутъ внут- 
ренними, а 0,АВЕ и О'.ОВ'Е' — внешними накрестлежащими 
тригоноэдрами. 

Опредтьленге 24. Противолежащими тригоноэдрами называ- 
ются такхе, которыхъ веб ребра параллельны, и притомъ т1; два 
изъ нихъ, который лежать въ параллельныхъ плоскостяхъ, на- 
правлены въ одну, а третьи — въ противоположную сторону; напр. 
О.АВЕ и а.АВГР бул^'тъ внутренними, а О.ВСР и (Л.В1СЕ1 
внешними противолежащими тригоноэдрами. 

Опредтьленге 25. Соотв-Ьтственно косолежащими тригоноэд- 
рами называются два такхе угла, изъ которыхъ одинъ внутреннш, 
а другой вн'Ьшн1й, которыхъ два ребра, лежащ1я въ параллель- 
ныхъ плоскостяхъ, им'Ьютъ противоположное, а третьи — одина- 
ковое направленхе; напр. О.АВЕ' и О'.СВ'Е^ будутъ соответ- 
ственно косолежащими. 

Опредшленге 26. Два тригоноэдра, не удовлетворяющхе ни 
одному изъ вышеозначенныхъ условхй, будемъ называть просто 
косолеясащими, точно означая ихъ взаимное положеше; напр. 
О.АВЕ и 0\В'С'Е! будутъ внутреннш и вн'Ьшнш косолежащ1е 
углы по отношен1ю къ плоскости СГ, а О.АВЕ и 0\АВ*Е^ вну- 
тренн1е косолежапце углы по отношен1ю къ плоскости ТГ. 

Тесурема 11. Соотв-Ьтственные тригоноэдры р^вны между 
собою. 

Въ самомъ Д'Ёл'Ь, изъ ихъ опред'Ёлен1я (22) выходить, что 
ВСЁ ихъ плоск1е углы равны между собою и части расположены 
въ одинаковой последовательности. 
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Теорема 12. Накрестлежащ1е тригоноэдры симметричны. 
.1егко вид'Ёть, въ саномъ ]л^% что соотв']&тственный одному изъ 
такихъ, есть противоположный другому; но соответственные 
углы равны, а противоположные симметричны, 

Слпдствге а. Изъ теоремы 1 1 сл^дуотъ, что сумма внутрен- 
нихъ угловъ параллелепипеда равна 360^, такъкакъ, продол живъ 
при одной изъ вершинъ вс'ё три плоскости, получимъ восемь три- 
гоноэдровъ, соотв'Ётственныхъ угламъ параллепенипеда, сумма 
которыхъ, какъ лежащихъ около одной точки равна 3 6 0"^. Сумма 
эта распадается на дв'б части, причемъ углы одной противопо- 
ложны угламъ другой. Это сл^дуетъ также и изъ теоремы 12, 
такъ какъ для каждаго угла параллелепипеда им'Ёется въ немъ же 
другой накрестлежащ1й. 

Теорема 13. Сумма протвволежащихъ тригоноэдровъ равна 
двугранному углу, им^юп^ему ребромъ прямую перес'Ьчен1я двухъ 
сЬкущихъ плоскостей, а гранями— т-Ь дв'Ь грани данныхъ угловъ, 
который сливаются другъ съ друхюмъ. 

Для доказательства звм'Ьшимъ одинъ изъ данныхъ угловъ ему 
соотв'Ьтственнымъ. Тогда полученные два угла будутъ смеж- 
ными по грани, совпадающей съ одной изъ параллельиыхъ плос- 
костей, а ребра, противолежащ1е этой грани составятъ одну пря- 
мую, а именно прямую перес'Ьчен1я сЬкущихъ плоскостей. 

Теорема 14. Сумма соответственно косолежащихъ тригоно- 
эдровъ равна двугранному углу, коего ребро есть прямая пере- 
сЬченхя сЬкущихъ плоскостей, а грани г6 дв* изъ граней дан- 
ныхъ угловъ, который сливаются въ одну плоскость. 

Для доказательства стоитъ только заменить одинъ изъ угловъ 
ему противоположньшъ, а следовательно равномернымъ; тогда 
получимъ два противолежащте угла. 

Теорема 15. Сумма внутреннихъ косолежащихъ тригоноэд- 
ровъ по отношен1ю къ плоскости V равна сумме внешнихъ косо- 
лежащихъ по отношенш кътойже плоскости, равна сумме внут- 
ренняго ивнешняго косолежащихъ угловъ по отношен1Ю къ дру- 
гой секущей плоскости ТГ и равна двугранному углу, коего ре- 
бро есть прямая пересечен1я одной изъ параллельиыхъ плоско- 
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стей съ плоскостью 11^ а грани — та часть одной изъ параллель- 
Р1ыхъ и та часть секущей плоскости {7, въ которыхъ лежать 
соотв'бтствующге плоск1е углы одного изъ данныхъ. 

Первую часть теоремы мы докажемъ, если последовательно 
зам^нимъ каждый изъ данныхъ угловъ ему противоположнымъ. 
Напр. пусть даны два угла О.АВР и 0\'^С^Е\ Мы пишемъ 
О. все: = О'. А ИГР следовательно О.АВР н- О'.В^аИ = 
О.АВЕ-^0\А1УР\ дал*е О.АВР = О. СВР, следовательно 
О.АВР -^ 0\АВ'Р= О.СВЕ -*- О'.А'В^Р. 

Для доказательства второй половины теоремы заменимъ 
а.ВКУР! чрезъ О.АВР. Получнвмъ О.АВР -^ О.АВР = ВВ. 
АЕ =. О.АВР -^ О' Й(УЕ^ ^ что и требовалось доказать. 

Примгьчаиге. Изучая теоремы 1 1 — 1 5 съ другой точки зрен1я, 
принимая именно въ соображете относительное направлеше ре- 
беръ, мы увидимъ, что все эти теоремы можно СФормулировать 
такимъ образомъ: тригоноэдры равны или равномерны, если все 
ихъ параллельный ребра направлены въ одну или все въ противо- 
положную сторону. Если же два изъ нихъ направлены въ одну, 
а третьи въ противоположный стороны или если два изъ нихъ 
направлены въ противоположныя стороны, а третьи въ одну, то 
сумма двухъ такихъ угловъ равна двугранному^ коего ребро то 
самое, которое имеетъ направленхе по одиночному закону. 

ГЛАВА 2. 

Элементарный слособъ опредЪлен1я величины гоноэдровъ и 

коническихъ угловъ. 

§ 8. Теорема 16. Тригоноэдръ равенъ полусумме соста- 
вляюп^ихъ его двугранныхъ угловъ безъ 90 градусовъ. 

а) Выводъ по одному способу. 
Фиг. 9 Возьмемъ какой-нибудь четырехгранникъ заключающ1Й дан- 
ный уголъ О А ВС. Продолжимъ грань О ВС и въ ней прямыя ОС 
и ОВ и проведемъ ВВ, || ВС, ОА^ \\ СА и О^п II ВА. 
Около точки о по одну сторону плоскости ВВх ССх получаемъ 
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сд'Ьдуюаце гоноэдры: О.^^С^,^! ^ц и данный 0,АВС, О.ВхВАц и 
О.ВВхЛ^А^ О.ВСА^^ и О.О^С^^^ц^^инаконецъО.-^Лх-^ц. Первая 
пара^ сложенная съ О.А1А11А даетъ двугр. угодъ О А. ВС; вто- 
рая, сложенная съ гЬмъ же угломъ, даетъ ОАц ВуВ\ наконецъ 
третья, сложенная съ нимъже, даетъ О Ах СВ. ЪоО.ААхАц^А 
какъ внутренше накрестлежапце; двугран. углы ОАц. ВхВ = 
АВ, какъ соотв'Ьтственному и АОх СВ = АС по той же при- 
Ч1н4; по этому получаемъ 2с1 = А0 — А-^ АВ — А-^ АС — 

Л -•- Л, откуда А = 2 90 , что и требовалось вы- 
вести. 

Ь) Выводъ по второму способу. *иг. 2. 

О.АВС-^ О.АВС, = СС, 
САВСч-САВ^С^ВВ, 
О.АВС-^О.АуВС=^АА1. Сложивъ, получаемъ 
О.АВС-^ О.АВСх -^ О.АВ^С-^ О.А^ВС-^ 2 О.АВС= СС, -^ 
-4- ВБд -4- А Ах] дал*е О.ВСА^ = ОВхС^А^ какъ противополож- 
ному и О.АВС'^О.АВСх-^О.АВхС-^О.АВ,Сх = 2а, какъ 
сумма угловъ, лежащнхъ около одной точки и расположенныхъ 
по одну сторону плоскости ВВхССх. И такъ, 2^-^ 2.0 = АА^ -♦- 

-^- БД -*- СС, или О = -^ •^^^' "*" ^^^ — 90^ 

Слты^ст^ а. Для прямаго угла им'Ьемъ 

Л = ?Р — 90 = 45 

результатъ уже намъ изв'Ьстный; для вертикальнаго угла 
получимъ 

результатъ также известный; для прямоугольнаго угла получимъ 

для правильнаго угла получимъ А = -^ 90, а для равнобед- 

реннаго А = ^^^ — 90 = В~^^^. 
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§ 9. Такинъ образоиъ, величина трнгоноэдра опред'Ьшегся 
яесьма просто, есл известны его двугранные углы. Но такъ 
какъ тригоноэдръ ыожеть быть заданъ нетолько двугранными 
углами, но и другими частями, то вопросъ объ его оиред']^ешн 
сводится къ опред^^ен^ю его двугранныхъ угловъ. Разсмотримъ 
гЬ случаи, когда тригоноэдръ задается плоскими и двугранными 
углами. Зд'Ьсь мы можемъ различать 6 случаевъ: 1) даны три 
илоскяхъ, 2) даны два плоскнхъ и двугранный между ними, 

3) даны два плоскихъ и двугранный противъ одного изъ нихъ, 

4) даны два двугранныхъ и плоскхй противъ одного изъ нихъ, 

5) даны два двугранныхъ и плоск1й между ними, и наконецъ 6) 
даны три двугранныхъ угла. Посл^днш случай уже разр'Ьшенъ. 
Перейдемъ къ другимъ. 

1'й случай. Даны три плоскихъ угла ЛОВ, ВОС и СОВ. 
Фиг 10. Опред-Ьлимъ двугранный уголъ ОВ. Проведемъ-4,С1 Л^ ОВ. Если 
бы чрезъ точку Б, мы провели плоскость перпендикулярную къ 
ребру ОВу то она пересекла бы грани ЛОВ и ВОС во прямьшъ 
А^В^ и В^С^. Отложивъ ОД = ОА^ а соединивъ В^ съ С^ пря- 
мою, получимъ, что С,1), есть третья прямая пересЬчен1я гоно- 
эдра съ вспомогательною плоскостью. Построивъ по тремъ пря- 
мьшъ А^В^ В^С^ и С1 Д трехугольникъ В^А^^С^у получимъ иско- 
мый уголъ АцВ^С^. Такимъ же образомъ легко построимъ и два 
другихъ двугр. угла. 

^2'й случай. Даны два плоск1е угла АОВу ВОС и двугран- 
Фиг 1 1 . ный между ними КВМ. Проводимъ А^С^ _Ь ОВ. При В1 строимъ 
уголъ ВВ^Ау = КЬМ и откладываемъ В^) = В^С^ Построивъ 
Пэехугольаикъ изъ 0-4,, -4,011 = ^41© и 0С7п = 001, получимъ 
трет1Й плоскш уголъ Л ^0С^1 нашего трнгоноэдра. Следовательно, 
задача приводится къ предъидущей. Впрочемъ, на томъ же чер- 
теж* легко получить двугранный 0А\ стоить только изъ О,, 
опустить на О А перпендикуляръ О^Д отложить 8Р=8Ев 
соединить Р съ О,,; уголъ АРС^^ и будетъ искомый. 

З'й слу^шй. Даны два плоск1е угла АОВ и ВОС и двугран- 
ный КЬМ^ противолежаоцй углу ВОС. 

Проводимъ -4,0, Л. 05, А^)±,ОА и В,1) || ОА. Отклады- 
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ваемъ А^Е = А^В. Строимъ уголъ РАуО=^ КЬМ. Проводимъ Фиг. 12. 
ЕРЛ^АО и откладываемъ -416^=^12^. Прямая вЩ параллельная 
АО будетъ та ливхя, которая проведена на неизв'Ьстной третьей 
грани параллельно АО и которая проэктируется по лин1И В^В^ 
когда эта грань будетъ проведена къ грани АОВ (начерченной 
въ плоскости Фигуры) подъ даннымъ угломъ, если мы обернемъ 
ее около АО какъ около оси. Прямая, проэктирующаяся по -415^, 
по обращеши грани назадъ, расположится "по прямой АВ. Отло- 
живъ ОСх = ОК и соединивъ О съ К получимъ третхй плоск1й 
уголъ -40-8^; построивъ же трехугольникъ А1 ^В^ изъ А1В1, 
А13=^А1К и В^^=В^С^^ получимъ уголъ А^В^^, равный од- 
ному изъ искомыхъ двугранныхъ угловъ, имеющему ребромъ 
прямую ОВ. 

Примтьчанге. Легко вид'бть, что приведенный способъ по- 
строен1я невозможенъ, если одинъ изъ данныхъ или оба данные 
угла тупые; чтобы снова придти къ гЬмъ же построен1ямъ сто- 
ить заменить данный уголъ: въ первомъ случа'Ь — смежнымъ по 
грани, ПЛ0СК1Й уголъ которой данный острый , а во второмъ — 
смежнымъ по ребру между двумя данными гранями. При этомъ 
всегда можемъ придти къ тому, что два плосюе угла, между 
которыми опред'Ёляется двугранный уголъ, будутъ острыми. 
Въ сдуча'Ь, если одинъ изъ угловъ прямой, построен1е упро- 
щается. 

4'й случай. Этотъ случай приводится къ предъидущему, 
если $м1^сто данныхъ угловъ взять ихъ дополнен1я до 2с1, при- 
нять двугр. углы за плоск1е и плосшй за двугранный. Получимъ 
соотв*тствующ1я части дополнительнаго тригоноэдра. Опред'Ь- 
ливъ всЬ его плосюе углы, стоить только взять дополнитель- 
ные имъ до 2с1 в мы получимъ искомые двугранные. 

5-й случай. Точно такимъ же образомъ какъ предъидущ1й 
къ 3-му, этотъ случай приводится ко 2-му. 

§ 10. Теорема 17. Гоноэдръ объ п граней равенъ полу- 
сумм^Ь двугранныхъ угловъ безъ (п — 2) Л. 

Въ самомъ Д'Ьл'Ь, гоноэдръ можно разложить на (п — 2) три- 
гоноэдра, двугранные углы которыхъ складываются при соста- 
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ш1и гоноэдра. Поэтому, означявъ ве.1нчвиу гоноэдра чрезъ О, 
!учнмъ в = '^ — (п—2)а. 

Примлчанге. Если изъ двухъ чвселъ т а п иервое меньше 
>раго на величину а, то ясно, что на т говоэдръ можно сиот- 
гь какъ на п гоноэдръ, въ которомъ имеется а двугранныхъ 
ювъ раввыхъ 2(1. Въ самомъ д'Ьл'Ь 



_ (5 В')-'(»-2) 2Л (2В->-д.М)-<п— 2)2Д 25 

2 2 2 " 



-2)а= 



Плоскость есть гоноэдръ, вс^ углы котораго равны 2Л, а 
Енно в = ^ (« — 2) й^24, что уже наиъ изв^Ьстно. 

Теорема 18. Гоноэдръ равенъ дополнен1ю до 2й полусумм* 
)скихъ угдовъ донолнвтельнаго гоноэдра '). 

Означивъ сумму плоскихъ угдовъ дополнительнаго чрезъ 
^Ф получимъ 

Слпдствге а. Сумма плоскихъ угловъ гоноэдра донолнитель- 
го плоскости раэсматриваемой какъ данный гоноэдръ равна О, 
сь какъ первый представляеть въ этомъ случа'Ё прямую лнн1ю, 
ютому б = 2<1. 

Для пряиаго угла нолучнмъ б := 2(^ — у ^ -^ ^ В. 

САгьдспте Ь. Приложимъ эту теорему къ выводу величины 
{ическйхъ угловъ. Сунна плоскихъ угловъ дополнительнаго 
1Ическаго угла есть ничто иное, какъ тогь плоск1й уголъ, 
горый получится отъ развертыван1я поверхности на плоскость, 
зьмемъ пряной конусъ А в вообразииъ себ-Ё его внисаннымъ 

шар'Ь такимъ образомъ, чтобы его ось проходила чрезъ 
1тръ. Ясно, что если разверпемъ поверхность конуса Л^, то и 
(учимъ искомую величину 2Рд. Изъ лодоб1я трехугольниковъ 



Ч Сн. 31е1пег. йиг 1е шах1тиш е1 1е тш1тит Дез йвогев (Сге11е 3. В. 2*. 
.04). 
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АВВ и ВВА^ заключаемъ, что 2^ = ;вХ' ^^ ^^''^ развернемъ 
поверхность конуса ^,, то получимъ уголъ ^^ ; следовательно 
2Рд = 4й ^д т. е. если изв'Ьстенъ уголъ растворешя конуса 



АВ 



АВ 



ВАС и если, отложивъ АВ = г, найдемъ отношенхе - = ^^^^ то 

отсюда легко опред'Ьлимъ и величину самаго коннческаго угла, 
а именно 



К= 2с1 — 4а7= 2сг(1 — -). 



Сл^ьдспгвге с. Прямой коническ1Й уголь, вписанный въ 
шар-Ё и опирающ1Йся на окружность большаго круга равенъ 

2й ( 1 — у- 1 и значить меньше й, но несколько больше ч^мъ 
^ = В ' 

2 -^• 

Слчьдствге й. Прямой коническ1й уголъ, уголъ растворен1я 
коего равенъ 120°, равенъ 2й (1 — \) = Л\ значить такой кони- 
ческ1й уголъ равном^ренъ 22). 

Слтьдствге е. Если примемъ разъ навсегда откладывать 
г = 1 , то для коннческаго угла получимъ выражеше Л = 2й 
(1 — А); возьмемъ другой уголъ к1 = 2Л (1 — Й1); ихъ сумма 
к-^к^ = 2с1[2 — (А н- А,)]. Если сд^лаемъ А -^ А, = 1 , то ясно, 
что й н- Л, = 2й. И такъ, если данъ коничесий уголъ съ угломъ 
растворен1я АОВ^ нетрудно построить другой, дополнительный 
ему до 2Л. Проведемъ окружность радхусомъ ОС = 1 ; затЬмъ фиг. и, 
иострошиъ АОС = половин* даннаго угла; изъ точки С проведемъ 
другую окружность того же радхуса и соединимъ точку к пере- 
сЬчешя ея съ пёрпендикуляромъ ВЕК къ прямой ОС съ точкою 
О, тогда' ОВ = А; ВС= Н^в Ь-^к^ = 0С=1. И такъ, кони- 
чесюй уголъ, уголъ растворен1я коего КСЬ есть дополнитель- 
вый до 2с1 данному. Проведя ОВ^ и ОА^ параллельно СЬ и СК, 
получимъ тотъ же уголъ, построенный при центр*; но такъ какъ 
дополнительный до 2(? этому углу есть коническ1Й уголъ, огра- 
ниченный съ одной стороны плоскостью он, а съ другой — кони- 
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оптл' Л^ 0В-. Т'.' шокчштъ зтатъ к(ш5с* уиекъ 

Л Т&ГЬ. гад^Г-га Х'.<НЖ%С!:11 ГГ(1Л. ^^IVО 31Ш1- 

Бое: о чаш аивррхвкпъ бшп^^се&я. а ^фтги — 

шеаъ так№ утлы ио^'в^онпеестш. 

ло ^.^. Ьъ 131Л1::>п. 771ЕГ ^в№;.]|1 ныхао инст 

вмяа да1Э> т)1иг:1й.4;.:ч ОЛВС. П.-сц^'-тш^ от- 
[.{дчгаесшЕ т1*^^7^^-^и^ил. ^-Б■С- Раздои* И* 

1ВВ[« *''Г'. Б.'!■^^IЕЕЕ а^ слссс'бг попроешл 

т]!тть ]4Ш^; взвил е,>Г<;жг. <'гс»*1 2кхяр«ап. 
няь шссЕС^га ^-«е-зг С'С ж 02'. тс- гта в*«Бот 
1)с.в;,]^1мъ _^тх1Х1 С*С Е^с.а яге- {«шшккъ кеттл 
. ОВ шгу ог,.л:1 (■[». гтвЕЕгг 1:11Н*т» ОЛ^ кя 
С'5_ жл <"'С^ ^ пт^сламЕГДт», т^- якво, чю к»- 
"ъ Г'ухетъ ьйсатъся гзшве! 1лш[*г;> ути во Ч** 
2^ I '.Х*,. тыгъ Е1лл< гулви ^п оГ-ржхплъ 
ь €>:■ (-'Л», 
'.. Т.-чкв X' к-: :ег^ 9^'ЕЯ с«ся бсяс1^шгс* Ехдус» со 

:<:1:::Е2зта -ч^вл г>а клс^^в^гс■^ е;<ег« ж пер- 
'.'1'- ОЕ г 'Г ^.■-■:^^^^[V. Ч'.-.яъ 15^ ■5V яп>- 
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поюжимъ ОВ и 02^, проведемъ плоскости ОВО и 01^0 соот- 
в^Бтственно перпендикулярный къ гранямъ ЛОВ и ВОС. Эти Фиг. 1в. 
плоскости перес'Ькутся по прямой 00^ которая по способу по- 
строен1Я будетъ обладать т^Ьмъ свойствомъ, что перпендикуляры 
в^А^у ОуВ^ и бг^Ср опущенные изъ произвольной ея точки (?, на 
ребра даннаго угла, будутъ равны между собою. Отсюда заклю- 
чаемъ, что если чрезъ 00 и ОЕ проведемъ плоскость, то она 
будетъ перпендикулярна къ грани АОС. Если около 00 какъ 
около оси опншемъ конусъ вращешя, принявъ ОЛ за произво- 
дящую, то описанная коническая поверхность будетъ заключать 
въ себ* также прямыя ОВ и ОС всл'Ьдствхе равенства раз- 
СТ0ЯН1Й между точками этой оси и точками реберъ, отм']^чаемыми 
плоскостью перпендикулярною къ оси. 

Примгьчанге, Точка О перес'Ьчен1я оси 00 со СФерою назы- 
вается центромъ круга, описаннаго около СФерическаго трех- 
угольника ЛВС. 

Ясно, что центры круговъ вписаннаго. и описаннаго около 
СФерическаго трехугольника какъ точки, лежащ1я на СФер*, от- 
личаются отъ д-Ьйствительныхъ центровъ т-Ьхъ же круговъ, ле- 

жащйхъ въ ихъ плоскости. 

» 

Теорема 21. Коническш уголъ, дополнительный вписанному 
въ тригоноэдр'Ё, есть описанный около дополнительнаго триго- 
воэдра, и обратно, коническш уголъ, дополнительный описанному 
около тригоноэдра, есть уголъ, вписанный въ дополнительномъ. 

Пусть намъ данъ тригоноэдръ ОАВС. Отложимъ на реб- Фиг. 17. 
рахъ его равныя части ОА, ОВ и ОС, и чрезъ точки О, А^ В я 
С проведемъ шаровую поверхность. Ясно, что окружность АВС 
с1чен1я шара съ плоскостью, проходящею чрезъ точки А, В е 
С, будетъ принадлежать конической поверхности, описанной 
около даннаго тригоноэдра. Чтобы построить дополнительный 
тригоноэдръ, проведемъ чрезъ точки Ау В я С плоскости, пер- 
пендикулярный къ ребрамъ ОА^ ОВ и ОС. ВсЬ эти три плоско- 
сти должны проходить чрезъ точку 0^, Д1аметрально противопо- 
ложную точкЬ О, такъ какъ прямыя 0^ -4, О, 5 и О^ С (не про- 
водимъ, чтобы не усложнять чертежа) должны быть перпенди- 

XXI. 8 
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къ ОА, ОВ в ОС, я следовательно углы ОАО^ , ОВО^ 
должны опираться на концы Д1аметра большего круга. 

точка О; будетъ вершиною гоноэдра, дополнительнаго 

Дал*е, такъ какъ грани этого угла должны быть пер- 
|ярны къ ребранъ О А, ОВ и ОС, то они будутъ также 
[кулярны и къ плоскостямъ ОАО^, ОВО^ и ОСО^; 
какъ эти восл'Ёднгя плоскости проходятъ чрезъ иря- 
\ пернеидикулярвую къ плоскости АВС, то они бу- 
эпендакулярны и къ прямыиъ В^С^^ А^Си А^В, т. е. 
> пересечен]я граней дополнительнаго угла съ плоскостью 
Ьдовательно^5'')ХВ,С7,,В5'Л.^,С, и С^Л-А^В^, а 

В^С\ , А,С, Е А^В^ — касательный къ кругу АВС. 
т этого конусъ, коего вершвна точка 0| , а направляю- 
фужность АВС будетъ вписаннымъ въ дополнительноиъ 
I О^А^В^Су Доказательство тому, что конусъ, им4ющ1Й 
ю точку О, , будетъ дополнительный конусу, вн-Ьющему 
ю точку О, то же, что и для самихъ гоноэдровъ, а ииен- 
юршины обоихъ конусовъ суть точки д1аиетрально про- 
жныя, а общее основаи1е есть окружность, лежащая 
; и перпендикулярная къ 00^. 
ь же докажется и обратная часть теоремы. 
ктвге а. Основываясь на этой теорем'Ь нетрудно непо- 
нво и графически определить величину трпгоноэдра по 
- плоскимъ, не прибегая къ отд-Ьльному построен]ю ка^к- 
граннаго угла, 
гь напр. даны плоские углы В, ОА, АОС я СОВ^. Про- 

дугу произвольныиъ рад1усомъ АО, построимъ трех- 
ъ АВС по хордамъ АВ„ АС и СВ^; этотъ трехуголь- 
угв^тствуеть АВС на фиг, 17. Постронвъ въ точкахъ 
С касательный къ описанному кругу, получииъ трех- 
ъ А^В-^С■^, соотв'Ьтствующ1Й ^,В,С, на фиг. 17, описан- 
рло того же круга. ЗагЬмъ проведемъ изъ точки А дугу 



- пеитръ онружиоети АВС. 



— 27 — 

радаусомъ ^5 и къ ней изъ точкв О касательную О В. Воз- 
ставивъ изъ средины АО перпендикуляръ, получимъ центръ 
большаго круга, им^ющаго рад1усомъ 8^0. Соединивъ Л съ 
Д получимъ перпендикуляръ ЛЕу проведенный изъ вершины 
дополнительнага угла на касательный къ окружности ЛВС. 
Проведя отд1^1ьно окружность рад]усомъ равнымъ АЕ и по- 
строивъ касательный С^А^^ А^В^ и В^С^^^ равныя касатель- 
нымъ на общей Фигур']^, получимъ плосше углы дополнительнаго 
гоноэдра С^ЗцА^у ^ДВ^ и В^З^С^^. Разд'Ьливъ уголъ €^8^0^^ 
пополамъ непосредственно получаемъ искомую величину даннаго 
гоноэдра, обходя построенхе двугранныхъ угловъ. Въ самомъ 

д'Ьл'Ь 0=^ — 90; но 2В = 6(* — ХРс?; следовательно 26 = 
Ы — 1:Рс1 илв е = ^=^ (теор. 18). 

Слгьдствге Ъ. Совершенно подобнымъ же образомъ найдемъ 
величиду правильнаго гоноэдра съ какимъ-угодно числомъ гра- 
ней. Разница будетъ состоять только въ томъ, что вм'Ьсто трех- 
угольника мы получимъ правильный многоугольникъ. 

Слгьдствге с. Вообще, какой бы намъ ни былъ данъ гоно- 
эдръ, разложивъ его на тригоноэдры и найдя, по указаннымъ 
,выше способамъ, величины каждаго изъ нихъ и загЁмъ сложивъ 
полученныя вегачины, найдемъ искомую . величину даннаго гоно- 
эдра. 

Слгьдствге Л. Задачи по разд'Ьлентю гоноэдровъ на равно- 
м^^рныя части, по зам']^н'6 од нихъ другими, имъ равном']^рными, 
но удовлетворяющими заданнымъ услов1ямъ, разрешаются легко 
при посредстве дополнительныхъ гоноэдровъ. Если, изменяя ве« 
личины отдельныхъ плоскихъ угловъ дополнительныхъ гоно- 
эдровъ, мы оставимъ неприкосновенною ихъ сумму, то и вели- 
чины гоноэдровъ, имъ соответствующ1я, остаются неизменными. 
Ясно напр., что, разделивъ эту сумму на три равныя части и по- 
строивъ соответствующ1Й тригоноэдръ, мы заменимъ данный 
другимъ, имеющимъ ту^в величину, но правильнымъ; разде- 
ливъ эту сумму на два прямыхъ и остаточный уголъ, мы постро- 
имъ вертикальный уголъ, равный данному и т. д. 
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Слгьдстеге е. Ясно, что ходъ доказательства не игм'ЬЕВтся, 
если вм']^сто тригоноэдра мы возьмемъ какой-нибудь другой гоно- 
эдръ, около котораго мы можемъ описать конусъ. Поэтому, во- 
обще коническ1Й уголъ дополнительный описанному около дан- 
наго гоноэдра есть уголъ, вписанный въ дополнительный гоно- 
эдръ, и обратно, коническ1Й уголъ дополнительный вписанному въ 
данный гоноэдръ есть уголъ описанный около дополнятельнаго. 

Теорема ^^.Бсли мы перенумеруемъ въ какой-нибудь посл'Ё- 
довательности вершины СФерическаго многоугольника, вписан- 
наго въ кругЁ и им'Ёющаго четное наименоваше, то получимъ, 
что суммы угловъ, лежащихъ при четныхъ и при нечетныхъ 
вершинахъ, равны между собою ^). 

Въ самомъ л.'кл'Ъу если 1, 2, 3, 4, 5, 6. . . представляетъ со- 
бою СФерическш многоугольникъ, вписанный въ кругЁ, и если 
Фнг. 19. число вершинъ его четное, то, соединивъ всё его вершины съ 
центромъ, мы разобьемъ его площадь на равнобедренные СФери- 
ческ1е трехугольники, и получимъ В = а-1-Р, С=Р-»-у, Х) = 
у-*-8... или ^-#-С-н-Е;-4-... = В-4-0-н2^... = а-»-р-»- 
7 -ь 8 -н е -4- ^. . . 

Слгьдстеге а. Въ частномъ случае, для СФерическаго четы- 
Фиг. 20. рехугольника АВСВ мы получимъ Л -§- 0= В-н В. Соединимъ 
Л съ С дугою большаго круга; тогда, какъ бы не изм'Ьнялось 
положенье одной изъ вершинъ В въ пред'Ьлахъ отъ А до (7, всегда 
написанное равенство будетъ им-Ьть м'ёсто, но такъ какъ при 
этомъ углы I), САЗ и АСВ остаются постоянными, то следо- 
вательно при постоянномъ положети точекъ АтС будетъ по- 
стоянно им-Ьть м-Ьсто равенство ^1-40 -ь В^СА — АВ^С^ т. е. у 
вс']^хъ тригоноэдровъ, им'ЁющйхЪ общую грань и вписанныхъ 
въ одномъ и томъ же конусЬ, сумма двугранныхъ угловъ, при- 
лежащихъ данному плоскому безъ третьяго двуграннаго угла 
есть величина постоянная. 
Фиг. 21. Слгьдстеге Ь, Если въ СФерическихъ трехугольникахъ АВ^С 



^) Сн. 81е1пег. Уег?гап(11ап§; ип(1ТЬеПип^ зрЫгхзсЬег Р12иге11 дигск Соп- 
81гасиоп. СгеИе. I. Т. 2. 8. 47 ЙГ. 
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мы примемъ сторону -4'В' постоянною, а вершину С произ- 
вольною, но находящеюся на н1^которомъ маломъ кругб, про- 
ходящемъ чрезъ вершины Л и Б', то получимъ А-^Б — 
С^=Тс^ гд'Ь к н']Бкоторая постоянная величина. Построивъ точки 
Ле В д]аметрально противоположный точкамъ Л' и ^, получииъ 
для трехугольника ЛВС — Л=2Л — А\ В = 2(1 — В' и О 
равньшъ одноименному съ нимъ углу трехугольника А В С; по- 
этому 2с1 — Л-^2й — В — С=йили А'^В-^-С=Ы — к и 
значить сумма А-^ В-^С есть величина постоянная, т. е. трех- 
угольникъ АВС им-Ьеть постоянную площадь. Отсюда сл^дуетъ, 
что ъс/к СФерическ1е трехугольника съ одною и тою же стороною 
ЛВ им'Ёютъ постоянную площадь, если ихъ вершина С находится 
на маломъ кругЁ, проходящемъ чрезъ точки А иВ Д1аметрально 
противоположный его вершинамъ Ат В. 

Сл'1дств1е это носитъ назван1е теоремы ЬехеИ'я ^) по имени 
геометра, выведшаго ее въ первый разъ (1781) аналитическимъ 
путемъ. 

Слтьдствге с. Изъ соотношен1я полярныхъ СФерическихъ 
многоугрльниковъ легко вывести сл'1дующ1я заключен1я: 

Если мы перенумеруемъ въ какой-нибудь посл'Ьдовательности 
стороны СФерическаго многоугольника, описаннаго около круга 
и им'Ьющаго четное наименован1е, то получимъ, что суммы сто- 
ронъ, лежащихъ при четныхъ и нечетныхъ точкахъ касанхя 
равны между собою, что во всЁхъ СФерическихъ трехугольни- 
кахъ, лы^ющвхъ постоянный уголъ и постоянную сумму сто- 
ронъ, сторона, противоположная данному углу, касается малаго 
круга, проходящаго чрезъ точки, д1аметрально противоположныя 
точкамъ касан1Я двухъ другихъ сторонъ. 



1) Ас(а Ре1гор. I р. 112. Зат]&нъ теорема эта. была выводима другвми 
математиками бол'Ье простымъ путемъ. Въ текст^Ь уоотребденъ способъ 
81етег'а. 



^ 



ОТД-ЬЛЪ II. 

ФИГУРЫ СОМКНУТЫЯ. 

ГЛАВА 3. 

Сфеноиды и тетраэдръ. 

§ 12* Опредпленге 1. Сфеноядомъ называется часть про- 
странства, огравиченыая четырьмя веаересЁкающиився въ одной 

ТОЧК* Н10СК0СТЯМИ. 

Олтьдствге а. Легко впд-Ьть, что грани этой Фнгуры будуть 
трвху1юльники, что каждой граня противо^еж1тъ вершнаа триго- 
ноздра, что пересЬчовте граней образуетъ 6 реберъ, которыя 
буду'П. ргбраия двугранныхъ уповъ. Прнмеыъ Д1я простоты 
оиивчап, воршины СФсноида буквами Л, В, С л В противоио- 
лотш.т грани-бу ивами о,Ь, с и (/, а двугранные уг^ы^укваIПI 
аО, а/:, а^, Ьс, ЬЛ и сЛ. 

ОпргЛгьлете 3. Правндьнымъ ии просто тетраэдронъ на- 
.■мпгмггпл такой сфопоидъ, грани котораго правильные трехуголь- 

<1дгы>ппФ. а. Илъ этого онред-бдев!» вытекаеть, что вс* 
тттуы тогрнадра Лудуть правильные, всЬ ребра равны, а 
тя(!Ж" 1"(И1111.1 м нсЬ двугранные углы. 

И/иштпшр. (1ф1Ч1ондъ играеть въ пространстве туже роль, 
'411 г(1'<чу|'И1>11ти> на плоскости; это самая простая изъ вс&хъ 
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возможвыхъ Фигуръ и каждую тЬлесную Фигуру можно разбить 
на Сфеноиды, такще какъ всякую плоскую Фигуру можно разбить 
на трехугольники. Въ самомъ д'Ьл'Ь, чтобы разбить какую-угодно 
Фигуру, ограниченную плоскими гранями т. е< многогранникъ на 
Сфеноиды, стойтъ только взять гд'б-нибудь внутри многогранника 
точку и соединить ее со вс']^ми его вершинами. Если бы много- 
гранникъ им'Ьлъ вогнутые углы, то, разд']^ливъ его плоскостями 
на так1я части, чтобы каждая изъ нихъ им1^ла только выпуклые 
углы, мы можемъ каждую часть отдельно разбить на СФеноиды. 
На кривыя же поверхности, ограпичивающтя Фигуру, можно 
смотр'Ьть какъ на пред']&лъ суммы весьма малыхъ плоскихъ гра- 
ней, и значить и на нихъ, если они сомкнутыя, мы можемъ рас- 
пространить то же воззрЬше. 

Кром'Ь тетраэдра мы отличаемъ еще сл'Ьдующ1я разности 
Сфеноида : 

Опредтьленге 3. Равноугольнымъ СФеноидомъ называется 
такой, вс!^ трвгоноэдры котораго равны между собою. 

Опредтьленге 4. Равнобедреинымъ сФеноидомъ называется 
такой, у котораго равны между собой какгя-нибудь четыре ребра, 
образующ1я сомкнутую ломанную. 

Опредтьленге 5. Парнограннымъ СФеноидомъ называется 
такой, у котораго только дв'Ь пары противолежащихъ реберъ 
соотв-Ьтствснно равны между собою. 

Примгьчанге. Ясно, что у такого СФеноида дв* грани, им'Ью- 
Щ1Я общее, непарное, ребро, равны другъ другу; въ самомъ 
д-Ьл*, если АВ = ВС я АС= ВВ^ то въ трехугольникахъ АВВ^^^^ 22. 
и АВС всЬ стороны соотв-Ьтственно равны другъ другу, а сл'Ь- 
довательно и сами трехугольники равны. По той же причин'6 
А АСВ=^ А ВСВ. 

Теорема 1. Сумма тригоноэдровъ СФеноида равна сумм'6 
двугранныхъ угловъ безъ 4й '). 



*) Эта теорема нер^^дко была предметомъ вывода, наприн^ръ см. ОгипегЬ. 
ЕЫ^в 81егеоте1п8сЬе 84126 (СгеПе ^. Т. б 8. 39), Бугаевъ. Теорема Эйлера 
о многогранникахъ (Мат. Сб. т. 2, 1867)! Но она представляетъ собою лишь 
частный случай общей теоремы, о которой р']^чь будетъ дальше. 



Мы М1*еиъ А = °'-^'^*'' — Л 

-, аЬ-*-аЛ-^Ы -, 
Ь^ 2 

2)=- ^ й; сложивъ, арнно полу- 

чаемъ А:^Ъ-л-С-\- 1) = аЬ~л-ас-^гаЛ-*-Ьс-^Ы-^сА — Ы. 

% 13. Опредпыгеше в. Вн'Ёшнвиъ углоиъ 1-го рода СФеноида 
называется трвгоноэдръ, дв'Б граая котораго суть дв-б изъ гра- 
ней СФбНОвда, а третья — ородолжеввая третья грааь при той 
же вершине. 

Опредтьленге 7. Вн'Ьшцвиъ угдоыъ 2-го рода сФеноида назы- 
вается тотъ трвгоноэдръ, одна гравь котораго есть одна изъ 
граней сФеноЕда, а дв'Ё друг!» — прододжевныя его гравв при 
той же вершин-Ь. 

Примпчате. Изъ этого опред'к1ен1я видно, что для того, 
чтобы получать этогь уголъ, нужно продолжить одно изъ реберъ 
СФеновда. 

Теорема 2. Вн'1шн1Й уголъ 1-го рода СФеноида равенъ сун1ГЁ 
вяутреннпхъ съ нвмъ несиежныхъ двугранныхъ угловъ бсзъ 
суииы внутреннихъ съ ывиъ несиежныхъ гоноэдровъ. 
9- Въ саиоиъ д-ЁЛ'Ё, вв-Ьшемй уголъ при вершвн'б О состовть 
изъ двуграннаго угла СД.В,Л„, изъ О.А4,^„, О.С^А^^А 
и О.ВВ^А1А; но 2)Д .5,^, =(10, какъ соотв-Ьтственвону ; 
О.СОА.уА = О-А^СП — О.АА.А^, ; О.ВП,А,А = О.ВА.^В, 

— О.АА^А^'^. Дал-Ье, О.А^СВ^оЪ — С, какъ внутренше косо- 
лежащ1е углы оо отвошен1Ю къ плоскости АОС; 0.ВА11В, = ос 

— В, во подобной же вричинй, а О.АА^А^^^=Ау какъ вву- 
тренше накрестлежащ1е. Введя эти услов1я, получимъ 0,= 
ао-*-А-^оЪ — С — А-*- ос — 5 — А = {ао -*- Ьо -^- со) — 
{А-^-В'*'С). 

Теорема 3. Вн^тн^й уголъ 2-го рода СФСновда равенъ 
суы1гЬ говоэдра, ии-Ьющаго съ нниъ общее ребро в двуграннаго 
угла, ребро котораго противоположно этому ребру безъ суммы 
двуть другвхъ съ нвмъ несмежныхъ гоноэдровъ. 



^ 
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Назвавъ искомый вн'1&шн1Й уголъ чрезъ Ле получимъ Фиг. 23. 
Л^ = А.В^С,В^ -^ АуСВВ^С^ ; но А.ВуС^)^ = -В, какъ соответ- 
ственные, к.СВВ^Су = ОО^.Щ — А. ОЩ — А. О^ВВ^ = аЬ 

— С — В. Следовательно, А^=^аЬ-^В — {С'^-В). 

Слтьдствге а, Такъ какъ А^ = С€1 — А, то Ы — А^=аЪ-*-В 

— (С -*-!)), или сЛ — аЪ = А'^В — (Сн-!)), т. е. разность 
двухъ двугранныхъ угловъ, им^ющихъ противолежапця ребра, 
равна разности. су ммъ, соответствующихъ прилежащихъ триго- 
ноэдровъ. 

Слтьдствге Ь. Такъ какъ теорема 3 одинаково прилагается 
ко всякому внешнему углу 2-го рода независимо отъ того, ка- 
кое ребро мы продолжаемъ , то можемъ написать следующхя три 
равенства, относящ1яся къ такимъ внешнимъ угламъ, прилежа- 
щимъ къ гоноэдру А^ а именно: 

са — А = аЪ'^В — {С-^В\ 
Ы — А = ас-^ С — {В'\'В\ 

Ъс — А = аЛ-^ В — {В-*- С). Складывая ихъ попарно и 
сокращая, получимъ друпя три равенства: 

аЬ -^-ас Ь(2 ч- с(2 



В — А = 

С- А = 



2 2 » 

2 2 » 



В — -4 = — 2 2 — • '^^^^^ ^™ такихъ равенствъ мы 

можемъ написать 12. 

Слгьдстеге с. Если вс^ тригоноэдры въ СФеноиде равны, то 
равны и противолежащ1е двугранные углы, что прямо выте- 
каетъ изъ первыхъ трехъ ФОрмулъ сл'Ьдств1я Ъ. 

§ 14* Теорема 4. Сумма внутреннихъ гоноэдровъ СФеноида 
заключается между О и 2с1. 

Что сумма гоноэдровъ меньше 2А видно изъ следуюп^аго : Фиг. 9. 
2А = О.В.ВА,^ -ь О.С^В.А, -*- О.АА^А,^ н- О.АВС н- 
О.В^С^А,А^^ ч- О.ВВ^А,А -ь О.СВА.^А = 5ч-С -♦- -4 ч- 
-I- три тетрагоноэдра ; значить только Ач- В'^С'^0<С2с1. 
Однако, сумму внутреннихъ гоноэдровъ можно сделать меньше 



— >4: 

[. 3^— '■■НИИ -тажз. грш Л Сухеп 



р»-^<.а^ '-..оьак ^у^». в» требтяъ 

|||11> -*<:г1ЬЛ>-!« ЗСШМ! Д^^^О. Пред- 
ам ТЧ1»1и>:и 1р1зиу ЛВС Л.В^С^ ны 
( ^I■^^1Ь ичшнаенъ ее вьггхшап 
^^ .^т! ■.,[>- кЬлкнич 'юлыаня ве.я«ны. 
1I^ :|,>гшьл ^'.'| . ЛВ^ ж '.'В. г>дтть 
вагься ;гь. параллельности еъ аерта- 
иу 1 ..-амь;..' с*1?ноиды ЛВСВ^ ■ 
кыо зрвОлаагъсз къ првзхигъ, 1 
:ч-ь з<ерП1киьаыхъ. Питсят ггхнт 
сеяыхъ зыт:1пваннпжнвся поопа 
иглчыою 'Л^ -Л на ввлчвнт хевь- 
какъ ря11)уъ П| ЗТ11П. двггряавые 
-ран;{я> сь осномшят СФеношяовъ 
1 КЪ сряяыяъ, ТО сунна Тр1Г0ВСЬ 
ЮС1>>П будеть веопред-^жевно ор1- 
и -•- Ы — 4(( (т. 1) = й, т. е. пря 
псъ каЕъ общая сунна гоноэдрогь 
мпшда) есть 2Л, то ясно, что орн 
-яна [чжоэдровъ СФеноада ЛСВ/^^ 
'жетъ быть сд'Ьлана отличною отъ 
1СЯБ0И данной. 

атсюда, тто сумма внутревннхъ г'Ьлес- 
я не есть постоявпая оелпчива, во она 
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есть величина, пзи^няющая4?я въ столь шарокохъ разм^рахъ, что раз- 

биваше многогранниковъ на сфеноиды не можетъ дать даже нриблпзи- 

тельнаго понят1я о суми^ внутреннпхъ угловъ многогранника. Напр. 

прилагая выве1(енную теорему къ олред^^лешю пред'1^ловъ суммы вну- 

треннохъ угловъ параллелепипида, волучимъ величину О — 20б7; на са- 

момъ же д'Ьл^ величина эта, кавъ мы знаемъ, 4е7. Тавъ канъ каждый 

нараллелопииидъ распадается на 6 сфеноидовъ, то можно принять за 

среднюю величину суммы ' угловъ посл1^дняго §(2=60^; однако и это 

средняя величина р^дко можетъ дать приблизительное понят1е о сумм§ 

угловъ многогранника; къ неб приближается сумма угловъ правильнаго 

тетраэдра, равная почти 62^^. Совершенно же точную величину даетъ 

сфеновдъ, образованный нзъ куба. Возьмемъ напр. сфеноидъ ЛС2)^| ; Фиг. 25. 

такъ какъ онъ равенъ Л,1)1СД а также А^С^О^С^^ то сумма угловъ 

важдаго равна 60^; отсюда легко опред^лпмъ и величины другихъ 

45 ' 

угловъ сфеноида. Въ самомъ д^л* -4 = 1) = -к- = 22&, какъ углы вер- ! 

тнкальные, плоскШ, не прямой, уголъ которыхъ равенъ 45°; такъ какъ ' 

.4,= С, то каждый изъ нихъ равенъ — - — = 7^°. Такъ какъ два 
взъ двугранныхъ угловъ этихъ гоноэдровъ им'Ьютъ величину 90 и 45^, 

/.гчо я,1 90 -♦-60-^45 ^^ ,. 

то ясно, что третхй равенъ 60 , т. е. 75 = ^ "^^' ^ ^ВД- 

етвнтельно, такъ какъ вс^ три двугранные угла, им^ющхе ребро Л, С и 
заключающ1еся въ полукуб* АСВА^С^В^^ равны между собою, то 
каждый изъ нихъ долженъ быть равенъ 60°. ' 

Наконецъ, посредствомъ разложен1я на сфеноиды можно составить | 

себЬ приблизительное нонят1е о величин*! суммы гоноэдровъ многогран- 1 

никовъ съ весьма большимъ числомъ граней, п прнтомъ вписанныхъ въ 
шар^, или опнсанныхъ около него, такъ какъ въ этомъ случа*]^ сумму го- 
ноэдровъ сфеноида можно принять за величину, весьма близкую къ (2, | 
какъ это мы вяд^^ли иривывод'Ь предъндуп^ей теоремы. 

Чтобы показать на прим^Ьр^ полезность такого рода представлев1Я, 
мв приведемъ зд']^сь доказательство Баггап^е^а^} равном']^рности сим- 
метричныхъ многогранниковъ вообще. Очевидно, что два симметричные 
многогранника разлагаются на равное число симметричныхъ сфенои- 
довъ, и, сл'^довательно, остается довазать равном'Ьрность посл^днихъ. 
Но если мы впишем ъ въ нихъ шаръ (теор. 6), и, принявъ центръ пос- 
л'Ьдняго за вершину, разложимъ сфеноидъ на 12 четырехугольЕ[ыхъ пи- 
рамидъ такпмъ образомъ, чтобы въ каждой были а^ смежныя по ребру 
части граней сфеноида, дв* друг1я проходили чрезъ прямую, соединяю- 
щую центръ шара съ вершиной, а основан1емъ служила бы плоскость, 
проходящая чрезъ центръ и перпендивулярвая къ общему ребру пер- 
выхъ двухъ граней, то, какъ легко уб']^диться, полученный такпмъ обра- 



^) Лп. йе Ма1Ь.раг Оег^оппе, 1. VI, р. 840. 



мжжп яохво ншеагть вгьшаргъ: 
!^вп>жп*атра ш^ава грань 
|> (К01М граяш Ц?т^ 

ЬСО ВЕ1»-НВбуДЬ три рв^П, ВС 

I, рмдЬдть оооаижъ ■ чрезъ 
1>егш, ае^аевлмкулшраим кь со- 
[ 1китчЕгь точЕт оерес^четя 
ю отгпмщую от^ всйхъ четы- 
гтръ оовсанваго оваю е*ев<пда 
ваго въ пирЪ е*еаовда переев- 

ЬС0Т01ШЖЪ ОБр^ГХВОСГЯЖЪ, цро- 

одьвоа пива; а такь аасъ пер- 
втра шара на ыосбостъ круга, 
> ст^лователдо цевтръ опнсан- 
ртгавесть осаовавк эпгого оер- 

■нял цевтръ шара за вершаву 
ювозоровь, БОторые получатса, 
иш сФевоада, то асво, тто опн- 
ве1 окрташоста будуть лежать 
С1%доват&1ьво, центръ оавсан- 
оса такого к(шуса. 
•евонд1 аохно впасать шарь; 
лИ5о вершавы сфсвовла чрезъ 
■саиваговътрнгоноэдр!, Н1г&ю- 

КЛОНЪ ТрВГОНОЭДрй можно ВОН- 

I конуса облалаетъ тё1гь свой- 
авнаково отстонтъ отъ всёгь 
]ерь вообразить се&Ё, тго ны 
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одновременно вписали конусы въ тригоноэдрахъ ^ и Б и что пря- 
мыя АА^ и ВВ^ есть оси этихъ конусовъ. Такъ какъ каждая 
нзъ точекъ прямой АА^ отстоитъ на одинаковомъ разстояти отъ 
граней АВСу АВВ и АСВ^ то прямая АА^ должна находиться 
въ ПЛОСКОСТИ; делящей двугранный уголъ АВ пополамъ. По той 
же причин'Ё, въ той же плоскости, должна лежать и прямая ВВ^ ; 
сл1^овательно, об'Ь эти оси должны пересечься въ какой-нибудь 
точк'Ь О и притомъ разстоян1е этой точки отъ всЬхъ четырехъ 
граней Сфеноида должны быть равны. Разсуждая подобнымъ же 
образомъ, относительно осей СС^ и 2)Д, мы увидимъ, что они 
также должны проходить чрезъ точку О; сл^^довательно, оси впи- 
санныхъ конусовъ перес']^каются вс! въ одной точк-Ь, которая и 
есть центръ вписаннаго въ СФеноид-)^ шара, какъ точка равно- 
отстоящая отъ вс^хъ его граней. 

Примтьчате. Вообще говоря, основан1е вписаннаго конуса 
на противоположной грани не есть центръ круга, вписаннаго въ 
трехугольной грани; но ясно, что это будетъ им'Ьть м'Ьсто, когда 
эта ось перпендикулярна къ грани. Такхе сфсноиды, у которыхъ 
хоть одна изъ осей вписанныхъ въ тригоноэдрахъ конусовъ, бу- 
детъ перпендикулярна къ противоположной грани, мы назовемъ 
прямыми въ отлич1е отъ прямыхъ трехгранныхъ пирамидъ, подъ 
которыми, какъ известно, подразумеваются так1е сфсноиды, у 
которыхъ основан1е есть правильный трехуголышкъ, а вершина 
лежитъ на перпендикуляре къ основашю, проведенномъ чрезъ 
центръ Фигуры ^). 

Слгьдствге а. Соединивъ центръ вписаннаго въ СФеноиде 
шара съ точками его касан1я, мы получимъ четыре прямыхъ, 
представляющихъ ребра четырехъ тригоноэдровъ, дополнитель- 
лыхъ тригоноэдрамъ самого СФеноида. Назвавъ эти прямыя 
чрезъ а, 6, с и Л^ мы увидвмъ, что между ними образуется 6 
плоскихъ угловъ а&, оо, ас2, Ьс^ Ы и сЛ. Ихъ сумма составляетъ 
дополненхе до \2Л сумме двухгранныхъ угловъ СФеноида, т. е. 



^) Объ опред']&леши прямыхъ пирамидъ, см. Н. '^^111ек (^ека. С. с[. Веа18сЬ. 
ш Ое8(ег.Ур.142ГГ.), а также Б. 8ее^а1д (ШИ. 8. 267). Цит.изъ Рог1.с1.Ма1Ь. 
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^-ас-^аа-*-Ьс-*-ЬЛ-^Ы= \2<1 — 2В; но 2В=2(?-ь 
ес^и ярезъ 2В озиачимъ сумму дв}транвыхъ, а чрезъ2(? — 
иу гоноэдровъ Сфеноида. Сл'Ьдовате1ьно, 2Р= 8Л — 20, и 
боротъ 2(? =84 — 2Р, есп чрезъ 2Р означииъ сумму 
скихъ угловъ дополнительньтхъ гоноэдровъ. 
Чтобы найти эту суииу, можно поступать сл'Ьдующииъ обра- 
ъ. Положимъ, что намъ данъ сфоновдъ, четыре грани кото- 
0, будучи совмещены съ п^оскостью чертежа, будутъ аЬс, 
, а&(2, н ЬЫ,у Проведеиъ аряиую 00', перпендикулярно къ Ъс 
юброзамъ, что чрезъ нее проходить плоскость перпендявуляр- 
къ плоскости чертежа; если изъ точекъ, аривадлежащигь 
пойду или каких!! -нибудь другйхъ, мы будсыъ опускать на 
перпендикуляры, то ясно, что разстоян1я отъосновад1я этихъ 
прщикуляровъ до 00' буд)тъ указывать на возвышение взя- 
точки падъ плоскостью чертежа; предиоложимъ наконецъ, 
эта плоскость со вс^ми нанесенными на ней точки повернут 
10 00' какъ около оси на 90° ■ совы'Ьщеиа съ плоскостью 
гсжа; тогда мы у&идпмъ воображаемый чертежъ воспроиз- 
мшыиъ па ной 8Ъ натуральную величину. Точки этого чер- 
а, соотв-Ьтствующ1Я точкамъ перваго, означимъ тЬмъ же 
вами только со значками. 

ОтыскАвъ цовтры опвсанныхъ около граней круговъ, а 
НПО — точки к, с, Ь ш а. а опустивъ изъ вить, а также я вер- 
1Ъ (I, (^, я Н^^ боковыхъ граней перпендикуляры на основатя 
сугольниковъ, мы [10.1учиыъ дв'Ь точки кат, изъ коихъ пер- 
гсть цоптръ описаипнго шара, а вторая — вершява сФенои- 
когда сомкнутся грани. Точное опред-Ьлен1е положев1я этихъ 
"КЪ дпотгп ихъ вилвышон^мъ; чтобы найти возвышен1е точки 
1роВ1'д<'М1. и.ть // какъ изъ центра д^ту рад1усомъ с(^„ до пере- 
:'Н1Л съ »1м', псрпондикулярной къ 0(У; ттобывайтп возвыше- 
гочкя *, отложпмъ Ь'д'^=м,, I пзъ точки а' возставимъ персен- 
|Ляръ к'а\ до прррс 1;Ч1'Н1Я съ Л*, , также перпондик)лнрной къ 
Упиъп' А-'Лчч'тьодимъ изъшости яскомыгъплоскнхъугловгь. 
§'1в. Тги1нмо 7. Сунюггиусть безчIС^енное множество рав- 
хиьныхъ сфриоидоаъ. 



"ТЗК 



N ^ 



...<-^ '*/• 



••* 



— 39 — 

Выведенъ у(^ов1я образован1я такого СФеноида. Мы знаемъ, 
что равнымъ триговоэдрамъ соотв-Ьтствуютъ равные дополни- 
тельные. Построивъ таше углы около одной какой-либо точки 
внутри Сфеноида, мы увидимъ, что сумма ихъ какъ занимающихъ 
все пространство около этой точки равна 4(2, а следовательно 
каждый изъ нихъ равенъ й. Сумма двугранныхъ угловъ каждаго 

изъ нихъ получится изъ уравнешя ^ = 2 — ^' откуда х = 4Л 
Отсюда сл^дуеть, что сумма плоскихъ угловъ гоноэдра въ та- 
комъ СФСноид* равна Ы — 4е? = Ы. Это указываетъ способъ 
построешя. 

Въ самомъ д'Ёл'Ь , начертинъ какой-нибудь трехугольникъ Фиг. 27. 
ОАО и проведемъ чрезъ его вершины прямыя КМ^ КЬ и ЪМ 
параллельныя противоположнымъ основан1ямъ. Тогда, около 
каждой изъ точекъ 0^ А ш С^ полу чимъ три угла заданнаго трех- 
угольника, т. е. как1е-нибудь углы, сумма которыхъ равна 2(2; 
значить, эти углы можно принять за плоскхе углы гоноэдра рав- 
ноугольнаго СФеноида. Это же построен1е опред^ляеть три трех- 
угольника ОАК, АСЬ и СОЛ/, равные данному, которые могутъ 
сомкнуться въ СФеноидъ, такъ какъ АК=^АЪ^ ЬС=^СМ и 
МО = ОК. Прямыя, означенныя пунктиромъ и проведенный изъ 
точекъ К^ Ь ш М перпендикулярно къ сторонамъ 0-4, АС и СО 
представляютъ проэкщи плоскостей, въ которыхъ будутъ дви- 
гаться эти точки при сомкнут1и СФеноида, а точка В пересЬчешя 
этихъ прямыхъ есть проэкщя четвертой вершины сомкнутаго 
СФеноида. Чтобы наглядно указать, что этотъ СФеноидъ будетъ 
равноугольникомъ , всё равные плоск1е углы обозначены одн'Ьми 
и т'Ёми же буквами. 

Лримгьианге. Для этихъ сфсноидовъ мы уже вывели (сл'Ьд- 
ств1е с теоремы 3), что двугранные углы, им'1ющ1е противо- 
лежащ1я ребра, равны между собою ^). 
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^) Выводъ этой, а также н^^ско^ькиxъ другихъ, сюда относящихся тео- 
ремъ, можно найти пъ статьяхъ СЬёПк-Веу (Nоау. Ап. де та1Ь. раг Оегопо 
е! Вп88е, 2, XIX, р. 403), а также Б. Ьето1пе'а (1Ы<], р. 188). 
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Слпдств^е а. Правильный тетраэдръ есть частный случай 
равноугольнаго сФеноида. 

Слгьдстеге Ь. Очевидно, что существуетъ безчвиевное нна- 
жество и такихъ равноугольны гь сФенондовъ, которыхъ грани 
оряиоуго^ьвые или равнобедренные трехугольники, такъ какъ 
каждый трехугольникъ можно сд-Блать 1'ранью равноугольнаго 
сФснопда. 

Слпдствге с, Изъ самого образован1я равноугольнаго СФе- 
воида видно, что всЬ его грани равны и сл'Ьдовательно равно- 
^льмый сфеноидъ есть равногранникъ. 

% 17. Опредтьленге 8. ДисФеноидоиъ называется многогран- 
аикъ. шесть вершинъ котораго представляютъ средины реберъ 
СФСвоида. 

Теорема 8. Сумма гоноэдровъ двсФсноида олюсъ двойная 

сумма гоноэдровъ соотв'Ьтствующаго еыу СФеновда равна 4(2. 

. 21^. Возьиеиъ СФеноидъ АВСВ и соединииъ средввы его реберъ; 

получим!» дисФсноидъ йс^ОЕо'^. Ясно, что въ досФеновд'Ь ии'Ьется 

по два ребра параллельаыхъ одному взъ реберъ СФевовда; такъ, 

«? Н -»<- II е?. потому что ^ = ^ = 2 в ^ = -р^ = 2. От- 
е.у>ЗА ;1аклк>часнъ, что въ дисфсноид^: ви^ется четыре пары на- 
рд лл'^ллплх'ь граней; одна изъ граней каждой таков нары есть 
грнчи е^^тноали; такъ, грань а^5 совпадаетъ съ ЛВС, а З'еу ей 
/(ярядл'гл.на, И:п. ^^аралле^ьности граней вытекаетъ соотношенхе 
лк7г11нич1.1хъ угловъ, а именно, тЪ два двугранные угла, кото- 
(А«/, {1'-^'рл параллельны, равны между собою. Отсюда сл*- 
А'/тп, мкя-%.*:, что противолежашде гоноэдры симметричны, а 
чикж»: ( |(аня дясФсноида соответственно равны между собою, а 
^!»ужм',, НТО двугранные углы двсФеноида составляютъ дополненхе 
л-/ иЫ ^ну1 раннынъ углаиъ СФеновда, напрнн-Ьръ ф -^- аЛ ^ 
М н ■». л- 

И/-.*: /,, гумма угловъ СФеновда равна ХВ^ — \А\ сумма гоно- 
м.у.-^к ^м/'-г-'^шлАя получится, если примемъ въ соображеше, тго 
^-..., ,-. ( *г//, *'''['апя1оэдры, 28^ — 12Л; соотношен1е же ие- 
•• ./ >,•■/-• ^г*.1т.тш углами выражается сл-Ьдующимъ образомъ: 
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ар -+- ВС = 2й ; «8' -*-ВВ = 2а ; р«' = С1) -+- 2^ 
^<^ч-АЮ= 2Л; «'(р -^ ЛС = 2й; 8'е -+- ЛБ = 2(г 
(ре -*- ВС= 2й; 98 -+- 52) = 2^; г%-*-СВ = 2с1 
га -+- АВ = 2с1; Ьос и- ЛС7= 2Й; ер н- ^В = 2<г 

* 

Складывая вс* эти 12 равенствъ, получаемъ 1^В^ч-2^В^= 
2Ы илн (2В^ — 1 2й) -^- 2 (Е^?, — 4^?; = 4сг, что и требовалось 
доказать. 

Слтьдствге а. Этотъ результатъ въ связи съ гЬмъ, что пло- 
сше углы днсФеноида равны угламъ СФеноида, а двугравные до- 
полняютъ до 2(1 двугранные углы СФеноида, приводить къ вы- 
воду, что около одной точки въ пространств'Ь можно пом-Ьстить 
вс^^ углы дисФеноида и двойное число угловъ СФеноида такимъ 
образомъ, что совокупность ихъ выполнить все пространство. 
Этотъ выводъ станеть очевиднымъ, когда чрезь произвольную 
точку ©1 проведемъ шесть прямыхь соответственно параллель- 
ныхъ ребрамь СФеноида. При этомь ясно видно, что приточк&О^ 
ии'1^ется по два такихъ угла, изъ которыхъ одинъ равень углу 
СФеноида, а другой ему симиетриченъ, такъ какь ребра обоихъ 
угловъ составляють прямыя линш; это показываетъ вь свою 
очередь, что для заполненхя около одной точки пространства 
нужно брать два различные СФеноида, изъ которыхъ углы одного 
были бы симметричны угламъ другаго. Различ1е этихь двухь 
СФеноидовъ выражаютъ обыкновенно словами «правый» и «л^- 
вый». Ясно, что сами «правый» и «л'&вый» сфсноиды будутъ сим- 
метричны по отношен1ю другъ къ другу. 

Примтчанге. Прямыя а^* ^€ и $'^, соеднняющ1я -средины протпво- 
положныхъ реберъ сфеноида, называются его осями; разностямъ сфе- 
ноида соотв']^тствуютъ разный системы осей: Фиг. 26. 

1) Если сфенопдъ правильный, т.е. тетраэдръ, то ^^' = $'& = е$ = 
83; кром'Ь того ар = аУ = ае = аХ, откуда заключаемъ, что и ор = 
од =ое= оХ, а потому 8'рХг есть квадратъ; также докажемъ, что а^^- 
и а$ ф$ суть также квадраты. Следовательно, въ этомъ случае всЬ три 
оси равны и перпендикулярны другъ къ другу; такую систему осей на- 
зываютъ правильною. 

2) Если сфеноидъ равногранный равнобедренный, то АС= СВ = 
ВВ=1ВА; отсюда, подобно предъндущему случаю, заключаемъ, что 

XII. 4 



— 42 — 

^^ Емарап; во два друпж осеввя ейчеви въ втокъ случае будутъ 
ве жвадратв, а ровбн. Въ эюнъ сл^чж^ оса взааяно аершеадажударЕн 
I дв^ взъ ввхъ 2'% в рг раввв. Тасаа евстеха осе! вазшается квад- 
ратвою. 

3) Еедв ефевовдъ раввограввнД, во не раввобедревнвб, то вс^ трв 
осевыж гкчевзя будутъ ронби, тасъ шжшъ ЛВ= СО. АС :=^ ВО и 
АО = ВС, Тажаа евстеха осей ваанваетса ронбвчесхою. 

4| Есдв сфевовхъ варвограввн!, то водтчаетеа особав свстема 
осе!. Пусть ВС^=АО в ВО=:.АС; въ этожъ 0171»^ о^'оЗ в х^^^ 
ронбн в хо вервевдвжудярва къ ^^ в ^г. во ^Ь^е^ ве ронбг, вотоху что 
,^ ве равво ^е, а схкдоватедъво утодъ ,^о& ве врахо!; вюскостъ ^^&$ 
д11втъ светеху ва дв% свххетрвчесх1а водовввн. Тажаа евстеха вазн- 
ваетса ховосвххетрвчесжо! (ховождпюэдрвческо!). 

5) Наховецъ, еелв вх одво взъ этвхъ усювШ ве вввоияетса, то 
евстеха вазцваетса асвххетрвческо! (трввдввоэдрвческою), т. е. съ 
треха вахювеввшш осахв в безъ ваосжоете! свххетр1в. 

Прв враввдьво!, ввадратво! в рохбвчесво! свстехахъ ве^ гравп 
двсфевовда раввн хежду собою, т. е. овъ есть раввогравввкъ; врв хо- 
вовдхвоэдрвчесво! свстех% вхЬются во дгЬ раввнж гравв съ аахдо! 
сторовн вдосжоств ^е^; ваховеаъ, врв трвхлшоэдрвческо! свстех^ 
тодько кротввоводозпшв гравв двсфевовда раввв хежду собою. 

§ 18. Теорема 9. Правимому тетраэдру соотв-Ьтствуегь 
особенный АнЬнадцатнграннпгь, обдадаюпц! схМующпга свой- 
стват : всЬ его двугранные углы равны мегду собою н состав- 
дяють доаоднеше до 2Л пдоскшъ угдамъ тетраэдра, т. е. равны 
120^; грани его равные ромбы, жм-Ьюнце двоякаго рода угды: 
тупые, составдяющ1е доподнеше до 2Л двуграннымъ угдамъ те- 
траэдра н острые нмъ равные. У него 14 вершинъ: шесть нзъ 
Н1хъ верпганы правидьныгь тетрагоноэдровъ н восемь — пра- 
выьныхъ трнгоноэдровъ, доподннтедьныхъ тригоноэдрамъ те- 
траэдра. 

Представнмъ себ-Ь , что около какой габудь точки О мы по- 
Фхг. 29. м-^ствл шесть угдовъ правндьнаго дисФеяоида (октаэдра) и во- 
семь — правндьнаго тетраэдра такямъ образомъ, чтобы они за- 
полниди все пространство; этого достигнемъ, проведя чрезъ нее 
шесть прямыхъ паралледьныхъ ребрамъ тетраэдра АВСО. Если 
примеиъ точку О за центръ я опншемъ около нея произвольнымъ 
рад1усомъ шаровую поверхность, а въ точкахъ пересЬчен1Я пос- 
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д'Ёдней съ прямыми провелемъ плоскости, касательный къ шару, 
т. е. къ нимъ перпендикулярный , то получвмъ 12 граней новаго 
многогранника съ шестью парами взаимно параллельныхъ гра- 
ней, съ шестью правильными тетрагоноэдрами, вершины кото- 
рыхъ К^ 2у, М^ К^ Р я ^^ дополнительными тетрагоноэдрамъ 
октаэдра и съ восемью правильными тригоноэдрами, вершвиы 
которыхъ -4|, Б^, С^у В^ и А^, В^^ С^ и В^^ пополнительными 
тригоноэдрамъ тетраэдра, что вытекаетъ изъ самаго постросшя. 
Каждыя два смежный ребра грани равны между собою, по- 
тому что представляютъ собою прямыя, соединяющ1я точку, ле- 
жащую на оси правильнаго тетрагоноэдра съ точками^ находя- 
щимися на осяхъ двухъ смежнухъ съ первымъ правильныхъ 
тригоноэдровъ, отстоящими на равномъ разстоян1и отъ центра ; 
сл^^довательно, грани многогранника суть ромбы. 

Лримгьчанге. Равногранникъ этотъ называется ромбическимъ 
додекаэдромъ. 

Слгьдствге а. Тригоноэдры этого многогранника равны О = 

-~ 90 = 90, т. е. такихъ угловъ около точки помещается 4; 

тетрагоноэдры его равны О = -^ 180 = 60, т. е. такихъ 

угловъ около точки пом'Ёщается 6. 

Слгьдстеге Ъ. Ясно, что ромбичесшй додекаэдръ относится къ 
октаэдру совершенно также какъ къ тетраэдру, т. е. что грани 
его могутъ быть приняты перпендикулярнымъ къ двенадцати ре- 
брамъ октаэдра, а его тетрагоноэдры дополнительны угламъ ок- 
таэдра и его плоск1е острые углы дополнительны до 2й двугран- 
нымъ угламъ октаэдра и следовательно равны двуграннымъ 
угламъ тетраэдра. 

Слгьдствге с. Многогранникъ этотъ обладаетъ зам^чатель- 
нымъ свойствомъ складываться въ пространствгь. Въ самомъ 
деле, если напр. на четыре грани при точке ^ мы положимъ че- 
тыре ромбическихъ додекаэдра въ параллельномъ положен1И, то 
двугранные углы, какъ равные 120°, выполнять пространство 
по ребрамъ ^А^^ ^С^] ^В^ и ^В^\ останется место какъ разъ 
еще для одного тетрагоноэдра, т. е. ромбическаго доденаэдра, 

4* 



)Т0 выходить взъ сгЬдств1я а. Къ тому же зак^ючен^ю 
1ъ и по отвошешю къ вершинанъ тршгоноэдровъ. 



огранникахъ, ихъ плоскихъ и тЪлесныхъ углахъ м общихъ 
услоияхъ ихъ образован!я. 

Ш, Опредпленк 9. Типическимъ иногогранникоиъ, соот- 
ующвмъ данному, называется тако1, который по ^учится, 
ы изъ центра, нроизвольбо пои^щеннаго въ пространстве 
съ провзвольныиъ рад1усоиъ нроведеиъ пряныя, пер- 
улярныл ко всЬмъ граняиъ даннаго до пересЁчеы!я сь 
ою поверхностью и въ этихъ точкахъ проведемъ къ шару 
дьныя ^^оскоств до взаииваго □ерес'Ёчев1я. 
оремаЮ. Суина гоноэдровъ, дополнительныхъ гоноэдровъ 
угодно иногогранаика, равна Ы. 

> саионъ в^лЬ, чтобы получить эту сунну, нужно изъ про- 
вой точки внутри многогранника опустить на вс^^ его грани 
дикуляры. Ясно, что сунна полученныхъ, такииъ образоиъ, 
ровъ, дополнительвыхъ гоноэдраиъ даываго нвогогранника, 
униа угловъ около одной точки равна 4<2. 
жмпчанк. Не сл'Ьд>'етъ упускать изъ вида, что теорема 
илагается только къ выаук1ыиъ иногогранниканъ. 
хредгьлете 10. Совокупность многогранвяковъ, ии'Ёю- 
тожественную систену доволнительныхъ гоноэдровъ, на- 
"сл видонъ всякаго даннаго многогранника съ тою же сн< 

льдстпе а. Изъ этого и предъидущаго опред'6лен1я сле- 

что ВС* типнческ1е многогранники даннаго вида по- 

Изъ этихъ же двухъ опред*лешй сл*дуегь, что въ 

яъ вид11 число граней есть величина постоянная, и пря- 

ю ве(1хъ многограннякахъ даннаго вида веб грани соот- 
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в^тственно паралледьнЫу если многогранники расподожимъ при- 
личнымъ образомъ. 

Олгьдствге Ь. Ясно, что вообще углы типическаго много- 
гранника (также какъ и многогранника вообще) суть тригоно- 
эдры^ такъ какъ вообще въ одной точк'Ё пересекаются только 
три плоскости (въ нашемъ случай плоскости касательный къ 
шару, проведенный чрезъ конщ>1 реберъ дополнительныхъ гоно- 
эдровъ). Но иожетъ случиться, что въ одной точк*]^ перес'Ькается 
несколько плоскостей касательныхъ къ шару; однако стоить 
только заменить приличную для этого случая точку касан1я дру- 
гою точкою, лежащею на одномъ съ ней ребр'Ь (принадлежа- 
щемъ системе дополнительныхъ гоноэдровъ) и притомъ безко- 
нечно близкою къ ней и каждый гоноэдръ съ большимъ, ч'1мъ 3 
числомъ граней разложится на тригоноэдры, а именно тетраго- 
ноэдръ (фиг. 32) на 2 тригоноэдра, пентагоноэдръ на 3 триго- 
ноэдра (фиг. 33) и вообще п — гоноэдръ на л — 2 тригоноэдра. 
Преобразованный такимъ образомъ типичесшй многогранникъ мы 
будемъ называть типическимъ изм-Ьненнымъ ; итакъ, веб углы 
типическаго изм'1^неннаго многогранника суть тригоноэдры. Ясно, 
что гоноэдръ съ большимъ, чЪмъ 3 числомъ граней, получается 
тогда , когда въ данной систем'Ь изъ н'1&сколькихъ сос&днихъ ре- 
беръ можно составить гоноэдры, около которыхъ можно описать 
конусъ, такъ какъ въ гоноэдры имъ дополнительные можно впи- 
сать шаръ, а сл'Ёдовательно и конусъ. 

Слгьдспте с. Уже изъ предъидущаго сл-Ьдствхя легко заклю- 
чить, что, несмотря на параллельность граней, гоноэдры много- 
гранниковъ одного и того же вида могутъ различаться по вели- 
чин1^. Это заключенхе станетъ еще очевиднее, если вместо гоно- 
эдровъ мы будемъ разсматривать соотв'Ьтствующ1е СФерическхе 
многоугольники. Ясно, что изъ одн'Ёхъ и тЬхъ же точекъ на сФер'б 
мы можемъ построить различные многоугольники, также какъ 
различные плосюе многоугольники мы можемъ составить изъ од- 
н^хъ и г1хъ же точекъ на плоскости. Но для каждаго такого 
многоугольника мы можемъ построить соотв^тствующи гоноэдръ 
въ многогранник']^, относящемся къ тому же самому виду; для 
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этого нужно взять внутри многоугольника на СФер'Ь произволь- 
ную точку, соединить ее съ центромъ и изъ произвольной точки 
подученной прямой провести плоскости, перпендикулярный ко 
всбмъ сосбднимъ ребрамъ, соотв'бтствующииъ вершинамъ сфс- 
рическаго многоугольника и мы получимъ искомый гоноэдръ. 

Опредтьлете 11. Совокупность многогранниковъ, принадлежа- 
щихъ данному виду, но им'Ьющихъ равное число равныхъ и со- 
ответственно расположенныхъ гоноэдровъ, называется разно- 
видностью. 

Опред^ьленге 12. Совокупность подобныхъ многогранниковъ 
называется индивидуальностью. 

Примтьчаше. Очевидно, что не только каждой разновидности, 
но и каждой индивидуальности, соотв^тствуеть другая разновид- 
ность или индивидуальность ей симметричная. 

Слгьдствге а. Въ каждомъ вид^ существуетъ определен- 
ное число разновидностей ; это число определяется совокупностью 
гбхъ комбинащй гоноэдровъ, которые можно воспроизвести, не 
изменяя данной ихъ системы, т. е. положетя ихъ реберъ. Не 
трудно видеть, что существуютъ различный разновидности даже 
при одномъ и томъ же числе одноименныхъ гоноэдровъ. Въ са- 
момъ деле, построивъ, какъ выше, различные СФеричесюе мно- 
гоугольники мы можемъ каждый изъ нихъ разбить на одно и 
то же число разныхъ СФерическихъ трехугольниковъ, а нежд}* 
темъ каждой такой системе соответствуетъ своя особая разно- 
видность. Сфеноиды не имеютъ разновидностей, такъ какъ все 
ихъ углы тригоноэдры. 

Изъ числа разновидностей даннаго вида обращаютъ на себя 
внииан1е те, который получатся, если мы разделимъ СФеру пло- 
скостью на две равныя половины, проведемъ изъ центра къ этой 
плоскости перпендикуляръ и на двухъ произвольныхъ его точкахъ 
по одну и другую сторону Сферы проведемъ плоскости, перпен- 
дикулярный къ темъ ребрамъ, соответствующ1я которымъ точки 
находятся на одной и той же съ данной точкою стороне СФеры. 
Ясно, что сумма наименовашй двухъ полученныхъ гоноэдровъ 
равна общему числу реберъ системы. 
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Теорема 11, ВсБ многогранники, 1]ринадлежащ1е одному и 
тому же виду, им'Ьютъ одно и тоже истинное число вершинъ, 
одно и тоже истинное число гоноэдровъ, двугранныхъ и плоскихъ 
угловъ, одно и тоже число граней и истинное число реберъ. 

Подъ словомъ «истинное» число мы подразум^ваемъ то, ко- 
торое относится къ типическому изм']&ненному многограннику. Въ 
самомъ Д'1л'Ё, мы знаемъ, что если и встр'Ьтится такой много- 
гранникъ въ данномъ вид*]^, коего гоноэдры им^ютъ большее 
ч'Ьмъ три число граней, то изм^неше положешя плоскостей его 
граней на величину меньшую всякой данной заставляетъ ъсЬ та- 
юе гоноэдры разлагаться на тригоноэдры. Поэтому на гоноэдры, 
иуЁюпце число граней большее трехъ, мы можемъ смотр-^ть какъ 
на совокупность н'Ьсколькихъ гоноэдровъ, въ которой ребра, со- 
единяюиця ихъ вершины, д'&1аются меньшими всякой данной ве- 
личины. На основан1и этого взгляда мы должны признать въ 
тетрагоноэдр'б гувъпентагоноэдр-! 3 и вообще въ п — гоноэдр^^ 
п — 2 вершинъ тригоноэдровъ ; эти числа и будутъ выражать 
истинное число вершинъ въ отлич1е отъ акажущагося» , когда 
въ какомъ бы то ни было гоноэдр'Ь мы принимаемъ одну вер- 
шину. Такъ какъ система гоноэдровъ, определяющая данный 
видъ, разбивается на опредйяенное число тригоноэдровъ, то 
ясно, что истинное число вершинъ для каждаго вида есть вели- 
чина постоянная, а также истинное число плоскихъ угловъ , ко- 
торое втрое больше перваго, истинное число реберъ, которое 
вдвое меньше этого посл^дняго числа, такъ какъ каждое ребро 
соединяетъ дв'6 как1я-нибудь вершины, и наконецъ число дву- 
гранныхъ угловъ, которое, очевидно, равно числу реберъ. Ра- 
венство же числа граней вытекаетъ изъ самого опред'Ьленгя вида. 

Прим1ьчанге. Джя того, чтобы по кажущийся, т. е. непосредственно 
наблюдаеинмъ числаиъ оиреА^жятъ числа нстинныя, опред'Ьлниъ соотно- 
шеше, существующее между т']^ии и другими. Фит. 32 показываетъ намъ, 
капя взм^нен1я въ многогранвик'Ь' происходятъ при разложев1и тетра- 
гоноэдра на 2 тритоноэдра, когда пэм-Ьняется положеше одной изъ гра- 
ней ВАС въ другое безконечно близкое В^А^А-^С^; ясно, что при 
этомъ является новое ребро А^А^, асънимъ новый двугранный уголъ и 
притомъ, какой именно является уголъ, зависитъ отъ того, какую именно 
грань мы перевосимъ въ другое положеше, параллельное прежнему. 



^ 
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Лахт'. 1а1г1т». т:1 штешшг* ^ кдх^жят ггнгд 5?хж «д| <а с цстъ стажа 



А = г -в: 



- А^В, ^ А^Е-^ А^Аз^ , АВ -ш- АЕ-*- А-^ А^ _ у. 

-1, — ^^ = Ш — ^ т. 



_ А^С^^А^^А^^ ^ ^ АС-ш-АР^А.А^ ^. ^ 



огтсюдт 



А^-^А^ — ^ 1.Ч- ^щД, — А-*-А^л^ш 



Чт-:- с^с&епл сгнш нлосххх^ ттлсп. г^ д-^гкз >жг1тъ,чю <«& воз- 

шяЛл^ж^ т**» А^^щС^ОЕ^ рАхежъ ■с^-1>сва^11ПВ2Я7 а аъ ватт тгожъ 
В^А^^^^В^А^Е Н:-и№ хе жапш:<«я тцн ^улуг* В^А^А^-^ 
И'^л^л^ = 2^ ж ЕА^А^-^ Е^Л^^ = 2.1, т. е. стжаа вг^зъ чешрехъ 



2» Асг. 1>-1 ?ъ х^аож^ю т^хъ же счт-г^^^дх^а!! вн т^^кхвасж. тто 
п^ х>жт1г^х:б1;4 хтж р«иокхеа1ж его ат тржгоа-^^хрв жаиетса лп ао- 
1вх1 у-к^ ^1^4 ■ ^^^-*± * ^^ "" ^^^ аошхь д»ттр«ааяхъ тпа, аа 
з^хгазт жг/^'^шЕь ж к»рАсг1егъ сужаа 711есашп тглоаъ: да1%е^ ^го 
'Такк к1-хг2хъ ттлозъ »^2;асгаетъ аж 2.41?. Б«>:''1ге ара раиожеа1а 
А — Г1х:''«1;:4аа7рагсж:>1ри ап сдаой Бистжг1са вержаан обрытегса 
«. — > »гтжнхь: чжсю ре^-«ръ аозрасгаетъ ал 4 — 3: стажа т11еса11]:% 
772^"» »11ралт1егь ад всхпжа у двттрАаашх ах%л?1:жхъ эгжй — 3 ребра: 
аа&^х»!^ !тажа аюсхахъ тт101ъ во;|>астаег\ аа >•• — '^^ 44. 

$ М. Отр^ниеп!^ 13. Мвогограннакомъ. содтаппеоаогь по 
77н>:онш» хаявоят аяду жвоп^граашковъ, вазываетеа тжеой, 
и^^ааты аотораго стть точа каптя лшп^скаго. 

Теорема 12. Мвогограннакъ, подташпескш по опошевш бь 
давиожу мду* пг1егь чвсло аершжнъ. равеое чIс^т гравеж ппж- 
««мгагО; пело граней — чнсдт его вершить ж одно ж то же еь 
шпгь <якю ребергъ. Каждой его гранж соотвЪгствтетъ одва взъ 
мроппгь 1жапегж2го ж чжсдо сгоровгь вь гранв (т. е. ев навже- 
ш>«ав:ер равно чвсдт граней прв соотв^тствугощей верошвй тж- 
(ппвеааго 'т. е. вавненовавю гоноэдра прв этой вера1вв^);в на- 
о^^роть, вахдая его вершвва соотвЬтствтеть одной взъ граней 
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твпическаго и число граней ори этой вершине равно числу сто- 
ронъ при соответствующей грани типическаго ^). 

Примтьчате. Когда мы говоримъ о числ1^ вершинъ, реберъ 
и пр. безъ означен1я «истинное» или «кажущееся», то подразу- 
М'1^вае11ъ посл'Ьднее, какъ неоосредственно наблюдаемое. 

Возьмемъ как1я-нибудь три грани АвВС, ЛСВЕ и АЕРв, *иг. 81 
касательный къ шару и сл'&довательно принадлежащ1я типиче- 
скому многограннику. Пусть ихъ точки касан1я будутъ соответ- 
ственно а^Ъ я с. Каково бы ни было число граней при точке А^ 
но такъ какъ эти грани касательный къ шару, то Аа = АЬ = 
Ас, т. е. точки а, 6, с, сколько бы ихъ ни было, должны ле- 
жать въ одной плоскости, ибо конусъ, вписанный въ гоноэдръ, 
имеюпцй вершину А и касательный къ шару по окружности 
долженъ проходить чрезъ все эти точки и, следовательно, они 
должны находиться на одной и той же окружности. Въ плоскости 
этой окружности и будетъ находиться грань подтипическаго, соот- 
ветствующая вершине А; это соображенхе одинаково относится 
ко всемъ вершинамъ типическаго и потому ясно, что вершине В 
будетъ соответствовать некоторая грань Ь^, вершине С — грань 
с^ подтипическаго многогранника и т. д. Обратное же соотношен1е 
еще очевиднее; въ самомъ деле, на каждой грани типическаго 
имеется точка касан1я къ шару, а это точка именно и будетъ со- 
ответствующею вершиною подтипическаго; такъ грани АО ВО 
соответствуетъ вершина а, грани АСВЕ — вершина Ь взаимнаго 
и т/ д. Отсюда вытекаетъ и означенное соотношенте между чис- 
лоиъ вершинъ типическаго и числомъ граней подтипическаго и 
обратное соотношете между числомъ граней типическаго и вер- 



^) Отношев1я, выводимый въ этой теорен-]^, переносятъ насъ въ другую 
область — отношен1Й проэктивныхъ (теор!я полюсовъ и поляръ). И въ этой 
области они были поняты уже давно (см. напр. МоеЫив, ХТеЪег ^{{(игеп 1т 
Ванте, СгеПе ^. 1883, 6. 10, стр. 326). Но и въ области синтетической геоме- 
тр1и они иногда служили предиетомъ изсл']^овашя (см. С. 1огс[ап. НесЬегсЬев 
8аг дез ро1у6(1ге8. СгеПе ^. В. 66 теоремы 8—12). 

Однако, такъ какъ до сихъ поръ не было выяснено самое аонят1е о ти- 
пическихъ многограннвкахъ, то они и касались вообще пары какихъ-нибудь 
индивидуальныхъ Фигуръ. 
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шпъ пол«п1ческаго. Что не касается равенства ч1С1а реберъ, то 
опо вытекаетъ 1зъ того, что чшсю сторовъ въ гранм подтиопе- 
скаго, напр. 3 въ граяв «Лс равно <лс^7 граней при соответ- 
ствующей вершннЬ тннвческаго, напр. опять 3 орв вершник А. 
Такъ какъ каждой вершив^ к«юй-н1будь граня твпвческаго со- 
отгЬтствуегь некоторая грань подтипвчесваго, напр. вершннамъ 
В, С, А ж в соотв^тствують гранн Ь^, с,, а, н^,, то ясно, что 
ЧИС10 сторонъ въ гранш твппескаго равно часлт граней при со- 
ответствующей вершине, напр. а аодтмпескаго, а шенво въ 
данвонъ саучае число это есть 4'). Така1П> образомъ чжсю ре- 
беръ, опредедяеное по гоноэдранъ тншяескаго, равно чкиу ре> 
беръ, опредедяехону но гравямъ подтапаческаго, ■ наобороть; 
незвду гЬмъ очевадно все равно, какъ определять чясдо реберъ 
но пшоэдранъ л нл по гранянъ. 

Сллдспте. Ясно, что эта теорена приводить къ неопреде- 
ленно большему числу следст&1Й. Приведенъ накболее ивте- 
ресвыя: 

а) Каждому правильному нногограввику (типическая индв- 
видуальность) соответствуетъ правильный подтипичесгай 1 наобо- 
роть. Въ самонъ дегЁ, грани такого мвогогранника су1ъ пра- 
вильные многоугольники, а гоноэдры его тоже правильные. 
Ясно, что грань подтяпичесваго, соответствующая верппне нра* 
вильваго гоноэдра типическаго есть тоже правиллый много- 
утольникъ, а такъ какъ все гоноэдры типическаго одноименны, 
то и все грани взамнаго одноименные правильные многоуголь- 
ники, т. е. самъ взаимный многогрвнникъ бгдетъ правильный. 



к 



') П]^шм»чам»е. Граяи аодгипичесьаго кногфгравншк* нерпе шт7'*РВ'' ""^ 
"*гь, щювгленныиъ взъ цевтра шцм къ вершввшгь тапвческаго. Въ 
дЪл% вов^гъ хпподнштыьаы! ковусу, ттк&ввовт въ гояаэ1Цгъ твпя- 
, в првтонъ ■жЬюпй! вершнву въ цевтр-Ъ, бтлетъ мпратъся ма ожовмъ 
~ -янъ кря^1 опвсывавицеиъ *1гтру граяв ш>д*Ж11вче<гхаго, а еЛ- 
орвмав, соиавакнцав дентръ шара гь вершавою твпвческаго, 
А». мпиватФашыхъ ковусовъ, бухсгъ пераеклвктляряа въио- 
>■_»>•«> - р грааа аолтвввчмкаго. Ве «рудяо вжАйть также, 

— . еул оыюсы гране! аотпнчегкаго по отяошеп» 

вамавво«т 1оЧ>Т> " ваоборогь. 
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Додтипичешй тетраэдру вм'1етъ 4 грани — правильные 
трехугольники, 4 вершины правильныхъ тригоноэдровъ, 6 рав- 
ныхъ реберъ, т. е. будетъ также правильный тетраэдръ. 

Подтипичешй онтаэдру им'Ьетъ 6 граней — квадратовъ, 
8 вершинъ правильныхъ тригоноэдровъ и 12 равныхъ реберъ, 
т. е. онъ есть кубъ. 

Подтипичешй кубу очевидно есть октаэдрь. 

Подтипичешй икосаэдру вм']^етъ 1 2 граней — правильныхъ 
пятиугольниковъ^ 20 вершинъ правильныхъ тригоноэдровъ и 30 
равныхъ реберъ, т. е. онъ есть правильный додекаэдръ. 

Подтипичешй додекаэдру очевидно есть правильный икоса- 
эдръ. 

Ъ) Подтипическгй прямой двойной пирамидть есть очевидно 
прямая призма; и обратно, подтипическгй прямой призмгь есть 
прямая бипирамида. 

с) Подтипическгй прямому двойному конусу есть прямой 
^щлиндръ; и обратно, подтипическгй прямому гтлиндр^/ есть 
прямой двойной конусъ. 

й) Каждый СФСноидъ есть одновременно и типичесшй и под- 
типЕческШ многогранникъ (теор. 5 и 6). 

е) Каждый равногранный и равноугольный сфоноидъ есть 
одновременно и подтипическ1й и тииичесшй также по отношенш 
къ н'1^которымъ равнограннымъ и равноугольнымъ СФеноидамъ. 

О Не трудно уб'1диться также, что каждый парногранный 
сФеноидъ есть одновременно и подтипичестй и типическ1й н^ко- 
торымъ парнограннымъ же СФеноидамъ. Это сл^дуетъ изъ при- 
сутств1я плоскости симметр1и. 

Опредгьленге 14. Изм'1^неннымъ подтипическимъ многогранни- 
комъ называется такой, который получится, если соединимъ пря- 
мыми смежный передвинутыя точки касан1я изм']^неннаго типи- 
ческаго. 

Слгьдствге а. Очевидно, что всЬ грани такого многогранника 
— трехугольники, хотя самъ многогранникъ и безконечно бли- 
зокъ къ подтипическому, у каждаго могутъ случиться и друпя 
грани. Напр. изъ фиг. 30-й мы ясно видимъ, что если изм^нимъФиг. во. 
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кен)е двухъ протввооолояшыхъ вершинъ куба на величину 
шую всякой даааой, то тотчасъ же каждая его гравь распа- 
] на два трехугольника. Это расааАен1е будетъ соотв-Ьтство- 

тому изнйнен1ю октаэдра, которое проиэойдетъ, есди мы 
нииъ по10Н(еЕ11е двухъ паралельныхъ его граней на вели- 

иеньшую всякой данной; октаэдръ будетъ иы'Ьть тогда 12 
[инъ; дв^ иэъ его граней станутъ шестиугольывкани, а 
1ьныя шесть четырехугольникаия; такъ и въ изы^ненноиъ 

получается 12 граней; дв'Ь изъего вершинъ нранадлежать 
1гоноэдра11ъ, а остальныя шесть тетрагоноэдрамъ. Такъ 

язи-Ёненный подтипнчесшй н вообще какой угодно иного- 
эикъ, грани котораго распадаются на трехугольники отъ 
>нечио малаго иэ1г1нен1я въ положен1и н^которыхъ его вер- 
I все-таки безконечно близокъ къ ненэн'Ёненноиу наогогран- 
. то теоретически иы ножемъ отожествлять ихъ и принимать 
й иногогранникъ за изи'1ненный такимъ образоиъ; но въ 
ь стуча'Ь, хотя число вершинъ и остается тоже саное, но 
» граней и реберъ иэм'Ьняется, а также наименован1е граней, 
)ыя вс^& становятся трехугольникаыв, а гоноэдровъ. Числа, 
:я1Ц1яся къ такому изы'Ьненному многограннику, мы будемъ 
вать теоретическими въ отл11<11е отъ дМствительпыхъ'). 
) 21. Опредгьленге 25, Центральныиъ угломъ какого-нибудь 
)гранника, ви'Ьюшдго цснтръ, называется гоноэдръ, вер- 

котораго есть центръ, а ребра — пряиъш, соеданяющ1я 
уь съ вершинами какой-нибудь грани многогранника, 
Мредпленге 16. Центральныиъ дополннтельнымъ угломъ ка- 
нябудь многогранника, ни'Ьюц^го центръ, называется гоно- 

вершина котораго есть центръ, а ребра — пряиыя , пер- 
1кулярныя къ граняиъ Фигуры, проходящииъ чрезъ одну 
нну. 

Г€<^ема 13. Центральные и центральные дополнительные углы 
1льнаго ивогогранника соответственно равны между собою. 



I Первый вкнекъ на такого рода ковцеп1ию мы встр^чаенъ у Ро1 
яаг 1а (ЬбоНе йе» ро1у6(|гев, С. геп4. Т. X^VI, р. 65). 
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Второе положев1е не требу етъ доказательства, такъ какъ 
известно, что равнымъ угдамъ соотв'Ьтствуютъ и равные допол- 
нительные. Не трудно доказать и первое. Въ самомъ Д'Ьл'Ь, впи- 
савъ многогранникъ въ шаръ и соединивъ вс^ его вершины съ 
цевтромъ, мы получимъ столько равныхъ пирамидъ, сколько въ 
неиъ граней, а если соввгЬстятся сами пирамиды, то и углы при 
нхъ вершинахъ. 

Слгьдствге а. На основа111и этой теоремы не трудно сд']^лать 
выводъ вспхъ праеильиыхъ мноюгранниковъ, 

Такъ какъ грани ихъ Фигуры правильные , то значитъ пло- 
ск1е углы им'Ьютъ определенный величины 60"? 90° 108"^ и т. д. 
Начнемъ съ первыхъ, т. е. съ гЬхъ , грани которыхъ правиль- 
ные трехугольники. Очевидно, двугранные углы центральныхъ 
дополнительныхъ гоноэдровъ будутъ въ 120°. Предположимъ сна- 
чала, что гоноэдры многогранника им'Ьютъ три грани. Величина 

центральнаго дополнительнаго гоноэдра = -^ 90 = 90°; 

значитъ у этого многогранника 4 вершины; это есть тетраддръ. 
Предположимъ теперь, что гоноэдры им^ютъ 4 грани; въ 

этомъ случа'Ь 0=-^ 180 = 60° т. е. многогранникъ им^егь 

6 вершинъ, т. е. это будетъ октаэдръ. 

Теперь перейдемъ къ случаю пентагоноэдра ; О =^— 

240 = 30°. У многогранника 1 2 вершинъ, т. е. онъ есть икосаэдръ. 

Въ случа* гексагоноэдра получаемъ в = ^ — 360 = 0. 

И такъ, число вершинъ этого многогранника есть оо, т. е. это 
будетъ шаръ. Поэтому, шаръ можно разсматривать какъ пра- 
вильный многогранникъ, им'Ьющтй безконечно большое число 
вершинъ и гранен — правильныхъ треху гол ьниковъ, углы кото- 
раго гексагоноэдры ^). 



') Это представлеше выражево въ первый разъ Ы(1оп11е'онъ въ 1808 г. 
(см. также ЬЬиШег (Ап. ^е Сег^оппе III, р. 238). Если мы придадимъ этнмъ 
гранямъ конечную величину, то шаръ будетъ иы^тъ безконечно большой 
рад1усъ, т. е. превратится въ плоскость, а его поверхность въ безграничную 
совокупность правильныхъ Фигуръ. Разъискан1е такихъ совокупностей со- 
ставляло одну И8ъ задачъ Вадопгеаи въ его Мёшохге зиг 1е8 й§[иге8 1808сё1е8 
(I. йе гас. ро1. СаЬ. 49). 
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Теперь раземотримъ т^ правильные многогранники, у кото* 
рыхъ грани кьадраты и значить плоскхе углы 90°. Начнемъ 

270 

опять со случая тригоноэдровъ. Въ этомъ случа'Ь <т = ^ 

90 = 45, т. е. шногогранникъ им'Ьетъ 8 вершинъ и значить онъ 
есть кубъ. 

360 

Въ случа* тетрагоноэдровъ 0=^-^ 180 = 0. Опять 

пришли къ илару; значить на шарь можно смотреть, какь на 
правильный многогранникь съ безконечнымъ числомь вершинъ 
и граней квадратовь, углы котораго тетрагоноэдры. 

Теперь перейдемь къ г&мъ, грани которыхъ правильные пя- 
тиугольники; величина угла 1 08"^ а двуграннаго угла дополни- 

тельнаго 72°. Начнемъ со случая тригоноэдровъ: (3= ~? — 

90 = 18, значить у него 20 вершинъ и онъ есть додекаэдръ. 

288 

Въ с луча* тетрагоноэдровъ ^ = "2 180 = — 36 — резуль- 

татъ невозможный. 

У многогранниковь, грани которыхъ правильные шести- 
угольники плосте углы равны 1 20?а сл^&довательно двугранные — 
дополнительныхъгоноэдровъбудутъвъ60°. Начнемъ со тригоно- 

эдровь: О = "2 90 = 0. Опять приходимь къ шару, Итакъ, 

на шарь М02КНО смотреть, какь на правильный многогранникь, 
им'Ьюпцй безконечное число вершинъ и граней — правильныхъ 
шестиугольниковь, углы котораго тригоноэдры. 

Дрим)ьчан%е. Складывая число вс^хъ правильныхъ много- 
гранниковь, мы получаемь не 5 и даже не 6, а 9, а именно 
кром*]^ обыкновенно принимаемыхь сл'Ьдуеть признать три вида 
шара и два вида правильнаго тетраэдра. Хотя два посл*дн1е 
вида и тожественны по своимь элементамь, но различаются по 
своему положешю въ шар^^. Хотя этому различ1ю и не давали 
м'1ста въ геометр1и, однако это признано необходимымь въ дру- 
гой сродственной наук'6, кристаллограф! в. Это различ1е выра- 
жають словами положительный или отрицательный, или правый 
и л'Ьвый тетраэдры. Математически различ1е между тетраэдрами 
можно выразить сл'Ьдующимь образомь: два правильные тетра- 
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эдра есть пределы двухъ рядовъ симметричвыхъ сФеноидовъ, 
когда грани ихъ додаются правильными трехугольниками. 

Теорема 14. Сумма плоскихъ угловъ какого-угодно много- 
гранника равна 4с2, умноженнымъ на число вершинъ безъ двухъ ^). 

Пусть у даннаго многогранника п вершинъ какихъ-угодно 
гоноэдровъ. Назовемъ центральный дополнительный уголъ чрезъ 
2>, а сумму плоскихъ угловъ при вершин'^ какого-нибудь гоно- 
эдра чрезъ 2Р; на основанш теоремы 17-й получимъ: 



2).= 2сг— ^^ 



п — 2 

Сложивъ, получимъ, что сумма первыхъ частей равенствъ, 
какъ сумма гоноэдровъ около одной точки равна 4с2, а сумма ве- 
личинъ 2Р^ будетъ общая сумма плоскихъ угловъ многогранника 

ХР, т, е. 4с1 = пМ — У, откуда 2Р= Ы [п — 2). 

Примтъчате. Тотъ же результатъ получимъ, если гоноэдръ 
объ т граней примемъ за т — 2 тригоноэдра ; будемъ означать 
истинныя суммы плоскихъ угловъ со значками, получаемъ: 

^5™-9=2<г 2 — • 

Складывая, получимъ 0^^^=^2й {т — 2) ^. Хотя по 

виду величина эта и отличается отъ 2й -^^ но легко видеть, 

что въ действительности об']^ эти величины равны между собою. 
Въ самомъ д'Ьл'Ё, мы знаемъ, что истинная сумма плоскихъ 



^) Теорема эта была выведена въ первый разъ Эйлеромъ и составляетъ 
теорему П1 его изв-1^стной статьи : Ветоп81га11о поппи1агат 1П81КВ1ат ргорг1е- 
1а1пт ди1Ьпа (Уоу1 Сот. Ре1гор. 1758, Т. IV. р. 154). 



■ * 
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угловъ больше кажущейся на {т — 3) 4й, т. е. 2Р' = ХР^^ -^ 
{т — 3) Ы. Подставивъ эту величину, получаемъ &^^^ = 

2й (ж - 2) - ?5^н^з)4^ = 2(г - ?й. 

Этотъ результатъ очевиденъ и & ргюп, такъ какъ на самомъ 
д1^'6 мы вместо даннаго можемъ взять другой нногогранникъ, 
0ТВ0СЯЩ1ЙСЯ къ тому же виду, но в(гЁ углы котораго тригоноэдры. 

Сл9ьдствге а. Такъ какъ сумма угловъ трехугольника равна 
2е2, то, принимая въ соображен1е наше опред'Ёленге теоретиче- 
скаго числа граней, мы на основан1й выведенной теоремы мо- 
жемъ заключить, что есякгй многогранникб, наж;/Щ€еся число вер- 
шит котораго есть п им7ьетъ 2 {п — 2) шеоретическихь грани 
или еще проще кажущееся число вершит многогранника опре- 
дгьАяеть теоретическое число его граней (или, что все равно, 
число его теоретическихъ граней). Отсюда легко получимъидру- 
Г1Я соотношен1я между частями многогранника. Означимъ кажу- 
щееся число вершинъ чрезъ п, а истинное чрезъ п\ действи- 
тельное число граней чрезъ /*, а теоретическое чрезъ /^, ка- 
жущееся или действительное число реберъ чрезъ г, а теорети- 
ческое или истинное (смотря потому, определяются ли эти числа 
въ зависимости отъ теоретическаго числа граней или отъ истин- 
наго числа вершинъ) число реберъ чрезъ /; наконецъ наимено- 
ван1е граней (въ случае его однородности) чрезъ т, а наимено- 
ван1е гоноэдровъ (въ случае его однородности) чрезъ М. Полу- 
чаемъ ; 

Л2сг:^4й(п— 2), откуда /"=2 (п — 2) (1) 

Обратно м = 2 -4-'^ (2) 

Теоретическое число реберъ определяется прямо ^' = у (3) 

и обратно ^= Т (*) 

такъ какъ каждое ребро принадлежитъ заразъ 
двумъ гранямъ. 

Изъ равенствъ 3) и 1) получаемъ / = ' ^ ^^ 

или г' = 3 (« — 2) (5) 
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В обратво м ^ 8 """^ ^^) 

Каждый действительные т — уго1ьяикъ, распадаясь на трех - 
угольники, даетъ ихъ т — 2, прячеиъ является столько же но- 
выхъ реберъ. Поэтому /* — /"=/ — пив/" — / = /■ — г а) 

Складывая равенства 4) в 6), нолучаемъ п -»- ^ ■= г -^• 2, 
а принвиая во вввиав1е равенство а), првходвиъ къ формула 
Эйлера п-ь/'=гн-2)*). 

Ес1В все грани даннаго многогранника одноименные цного- 
угольнвкв, то нетрудно вывести обшдя Формулы соотношев1я 
между д-Ёйствительнынв чвслами. Въ саиомъ д^л^, сумма вну- 
тренавгь угловт. т угольника равна (т — 2) 2с?, а потому на 
освован1и только-что выведенной теоремы ниееиъ: 

^{т~-2)2I^^Ы^п—2} или/-=-^^==^ (7) 

и обратно и = 2 -н ^^~^^^ . . (8) 

Дал-бе, прямо получаемъ *" ^ 2 ^^^ 

и обратно /■= ^ (10) 

Наконецъ, соединяя 9) и 7) равенства, нолучаемъ 

г = =^^ (11) 

и обратно и = 2 ч- *' "" ~ "' (12) 



ПодставнБЪ въ Формулы 7) — 12) т ^ 3, приденъ снова къ 
Формуламъ 1) — 6), которьш им-Ьють действительное звачеше 
для многограннвковъ съ трехугольными гранями; разница по- 
этому будетъ состоять только въ томъ, что придется отбросить 



Въ случае, если все гоноэдры даннаго многогранника одно- 
яиенвы, мы придеиъ къ вовынъ Формуламъ, выражающинъ 
заввсииость между действительными частями, а именно на осно- 



') Сн. въ арможеши; о «оркугЬ Эйжера.- 
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зиы 1 2-й нужво ви'Ьсто ( оодставпъ п ш обратао, г 
>1131гЁнвы11ъ, а в1гЬ(гго т подставить М. 

ъ это, подуяаемъ п = - ^ ^ ^ (13) 

Лратво (=2-^ '"""'" .. (14) 

'= Ч^- (15) 
йратно /■= 2 -ь '-1ё^ ..Об) 

да " = м (>'■) 

)братно ''^"^ (1^ 

ча-Ь тригоноэдровъ псиучвнъ я := 2 (/* — 2) (19) 

/■=2-^1 (20) 

г=Ц(—2) (21) 

/■=2 + -^ (22) 

"=? (23) 

[аконецъ '"'^Т (^*) 

)иуда1гь 19) — 24). легко опред'Ьлвть истинныя числа 
;ого-угодно ияогогранвика; топко въ этоиъ случа'Ь 
и г нужно подстав1т> п' и г*, а число и', какъ иы 
ред^ляется весьма просто. Вндоизы^евныя такимъ 
юрнулы аоказывають ваиъ, что навбол'Ье постоянная 
[еязвгЁвяющаяся , пока не изи'1^няются истинныя числа 
ь число /", а потону весьма естественно аринлть ее за 
классВФИкащи. На основати этого првходннъ къ сл^- 
(Пред^летю: 

',ленге 17. Порядкоиъ давнаго многогранввка назы- 
юкупность вс^^xъ инотогранниковъ, ям'Ьющихъ одно и 
тввтельвое) число граней. 

/ръ. Такъ, къ порядку дв^адцатигранниковъ относятся 
кдодекаэдръ, ромбический додекаэдръ, двойная гексаго- 
рамида ; въ каждой взъ этвхъ трехъ Фвгуръ ии'Ьется 1 2 
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граней, 20 истинныхъ вершинъ, 30 истннныхъ реберъ, а испи- 
вая сумма плоскихъ уг1овъ 72(2, хотя кажущ1яся числа иныя. 

Сл9ьдствге с. Формула 2Р= 4(2 (п — 2) можетъ во многихъ 
случаяхъ служить къ опред']&лешю невозможности существовашя 
н^которыхъ многогранниковъ. Напр. изъ нея видно, что невоз- 
можны многогранники съ нечетнымъ числомъ граней — много- 
угольниковъ съ нечетнымъ числомъ сторонъ. 

СА1ьдстеге й. Зная кажущееся и истинное число вершинъ 
даннаго многогранника, легко опред'Ёлить, сколько именно трех- 
угольныхъ граней слилось между собою для образован1я граней 
высшаго наименован1я. Положимъ напр. кажущееся число вер- 
шинъ равно истинному, т. е., вс^ углы тригоноэдры; тогда 

/^ — /"= 2 (п — 2) — (2 -Ьу) ==,— — 6, т. е. столько именно 

трехугольниковъ слилось для образован1я граней высшаго на- 
именован1я; въ случа*! СФвноида п = 4 и^ — /'=0; въ случа']^ 
нуба п =: 8 и С — /*= 6 и т. д. Въ первомъ случа']^ значить вс* 
грани должны быть трехугольники, а во вторгомъ слипе произо- 
шло столько разъу сколько въ куб'Ё граней, сл'Ьдовательно вс^^ 
грани могутъ быть четырехугольниками^ хотя, конечно, могутъ 
вообще быть и иныя грани. Если кажущееся число вершинъ 6, 
а истинное 12, то получаемъ /^ = 8 и /*= 8, т. е. вс* грани 
должны быть трехугольники и т. д. 

Прим^ьчате. Мы вид'&ли уже, что, несмотря на разнообра- 
316 Формъ, принадлежащихъ одному и тому же виду, всё он^ ха- 
рактеризуются тожественностью системы дополнительныхъ гоно- 
эдровъ и индивидуальностью тиоическаго представителя. Всякое 
мал'Ьйгйее изм'бнете этой системы составляетъ уже изм'Ьнен1е 
вида, т. е. переходъ къ другому; ясно, что существуетъ без- 
граничное число видоизм'1нен1Й системы при услов1И постоян- 
ства числа заключающихся въ ней граней, а это постоянство, 
какъ мы знаемЪ; опред^ляетъ собою одинъ и тотъ же порядокъ. 
Очевидно, что мы изъ безграничнаго ряда видоизм'Ьнешй мо- 
жемъ выбрать группы такихъ, который будутъ им^ть сходство 
въ су щественномъ ; этимъ же существеннымъ является то, ка- 

5* 
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кого именно наииенован1я и расноложенхя грани и гоноэдры ти- 
пическаго многогранника, такъ какъ опред'&леше этихъ частей 
обусловлваетъ и вс^ другхе изучаемые нами, а именно чисю 
реберъ, число верпшнъ, сумма плоскихъ угловъ. На основати 
этого ориходимъ къ П0НЯТ1Ю новаго члена кдассиФикацш. 

Опредтмеше 18. Родомъ даннаго многогранника называется 
совокупность видовъ многогранниковъ, типнчесгае представители 
которыхъ жуЛхпъ одно и тоже число граней одинаково рас- 
положенныхъ и одинаковаго наименоватя. Понятхе одинаковаго 
расположешя можно расширить въ томъ смысл^&, чтобы подъ 
него подошло расположеше частей двухъ симметричныхъ Фигуръ. 

Прилтчанге. Изъ опред'6лен1я рода сл^&дуетъ, что веб типи- 
чесв1е представители одного рода им^^ютъ одни и т&же числа 
для всбхъ частей, соотношеше которыхъ подложить нашему изу- 
чешю, т. е. одно и тоже число граней, вершинъ, реберъ и ту же 
сумму плоскихъ угловъ. Однако между порядкомъ и родомъ су- 
ществуеть еще естественный членъ классиФИкащи — семейство, 
къ которому мы могли бы отнести веб многогранники, удовле- 
творяюпце тбмъ же услов1ямъ, что и для рода за исключен1емъ 
расположешя частей, т. е. подъ семействомъ мы могли бы под- 
разум'Ьвать совокупность родовъ, принадлежащихъ одному и тому 
же порядку, съ однимъ и тбмъ же (кажущимся) числомъ вер- 
шинъ, но съ различнымъ расположешемъ элементовъ много- 
гранника. 

§ 22. Опредшленге 19. Подъ соответственными точками въ 
равныхъ Фигурахъ мы будемъ подразумевать так1я, который 
совместятся при совмещен1И самихъ ФИгуръ, а въ Фигурахъ сим- 
метричныхъ — так1я, который расположатся симметрично, когда 
такимъ же образомъ мы поместимъ самыя Фигуры. 

Опредтменге 20. Равногранникомъ, или проще изоэдромъ, 
называется такой многогранннкъ, всЬ грани котораго равны ме- 
жду собою (или симметричны). 

Теорема 15. Точки касашя типическихъ изоэдровъ суть точки 
соответственныя. 

Въ самомъ деле, всятй такой многогранникъ системою гра- 
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ней центральныхъ угловъ разбивается на равноII^&рныя пирами- 
ды, такъ какъ каждая изъ нихъ нм'бетъ равный основан1я и рав- 
ный высоты. Кром*! того, каждыя дв']^ смежный пирамиды 
яи'бютъ общую грань, а этому услов1ю иогутъ удовлетворять 
только равныя во всбхъ своихъ частяхъ пирамиды, т. е. равная 
или симметричная; доказать это легко, обратившись къ усло- 
В1ямъ образован1я такой пирамиды: нужно взять данную грань 
(основаше), провести параллельно ей дв^ плоскости по ту и дру- 
гую ея стороны на разстояши, равномъ высот]^, и, принявъ об- 
щее ребро (при основанш) за ось вращешя, найти точки переев- 
чешя траэкторш, описываемой вершиною вращаемой грани (об- 
щей) пирамиды съ об^^ими плоскостями; хотя при этомъ и полу- 
чится четыре точки, но ясно , что только дв'ё изъ нихъ удовле- 
творяютъ поставленнымъ услов1ямъ, такъ какъ основан1Я пер- 
пендикуляровъ, опущенныхъ изъ двухъ другихъ точекъ, будутъ 
лежать вн'б грани. Если же пирамиды равны во вс']&хъ своихъ 
частяхъ, то ясно, что точки касашя, т. е. основан1я высотъ бу- 
дутъ точки соответственный. 

Сл1ьдспт€ а. Изъ хода доказательства этой теоремы очеви- 
дно, что веЪ соотв'Ётственныя точки граней тнпическаго изоэдра, 
въ тоиъ числ'Ё и вершины этихъ граней, находятся на одинако- 
воиъ разстояц1И отъ центра, т. е. лежатъ на одной и той же 
шаровой поверхности. При этомъ мы можемъ различать три слу- 
чая: 1) когда в&к вершины находятся на одной и той же шаро- 
вой поверхности; въ этомъ случа'Ё типичесшй многогранникъ 
есть въ тоже время и подтипическш н^&которому виду; 2) когда 
некоторый вершины одной и той же грани находятся на одной и 
той же шаровой поверхности ; этотъ случай не представляетъ для 
насъ особаго значешя; 3) когда всЪ вершины находятся на раз- 
ныхъ шаровыхъ поверхностяхъ — это случай общ1Й. 

СлгьдствгеЪ. Изъ предъидущаго сл'Ьдств1я вытекаетъ, что 
для того, чтобы найти центръ шара, вписаннаго въ типическомъ 
изоэдр'Ё, нужно взять как1я-нибудь четыре соотв'Ётственныя 
точки на его граняхъ, нарр. четыре соответственный вершины и 
найти центръ шаровой поверхности, проходящей чрезъ эти точки. 
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Сллдст^ с. Бел гоноэд}^ подтшпескаго ногуть быть 
влсаны въ нонусЬ, т. е. есл они гоноэфы оодштесгае, то 
граяш тяпяческаго нногся^ранияка тшпесше 11н<»ч>угоАШПП1. Въ 
самонъ ккЛу ор| этомъ усжоваш центральные говоэдры будуть 
тшшчны (теорема 21 отд. I), т. е. 1гь шшъ можно провесп ка- 
сательный конусъ. Ось этого Бонуса проходштъ чрезъ тчку ка- 
сашя грани твпнческаго (орпг1чаше къ теореме 1 2) ■ сдгЬдова- 
техьно сама грань тншпескаго разсБчетъ этогь конусъ ■ цент- 
ральный гоноэдръ по кругу ■ касательному къ нему периметру 
многоугольника. 

Опредп^лете 21. Равноугольникомъ, или проще иэогономъ« 
называется такой многогранникъ, всЬ говоэдры котораго равны 
или симметричны. 

Теорема 16, МногоЕ^анникъ подтипическЦ изоэдру есть изо- 
гонъ и наоборотъ тнпическш, соотв^Бтствуюпой изогону^ есть 
изоэдръ. 

Въ самомъ д'Ьл^! изъ прим^чатя къ теореме 12-й мы ви- 
дшъ, что, чтобы получить гоноэдръ, вписанный въ шарь и 
соотвЬтствуюпцй грани, касательной къ шару, нужно вершины 
этой грани соединить съ центромъ шара и изъ точки касашя 
провести плоскости, перпендикулярньш къ проведеннымъ пря- 
мымъ и наоборотъ, чтобы по гоноэдру, вписанному въ шарЬ, 
определить соответствующую грань типическаго многогранника, 
нужно изъ центра провести прямыя, перпендякулрныя къ гра- 
нямъ гоноэдра и найти точки пересбчешя этнхъ прямыхъ съ 
плоскостью, касательною къ шару при вершине гоноэдра; зна- 
чить, равнымъ гранямъ типическаго изоэдра соотв^тствують 
равные гоноэдры взаимнаго изогона и наоборотъ. 

На основанш этой теоремы мы можеиъ вывести для изо- 
гоновъ параллельно следств1я, выведенный для изоэдровъ, а 
именно : 

Слгьдстеге а. Существуетъ столько же родовъ граней у изо- 
гона, сколько родовъ гоноэдровъ у соответственнаго изоэдра; 
все однородный грани подтипическаго изогона находятся на рав- 
онмъ разстоян1И отъ центра, но однако при этомъ могутъ ветре- 
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тнться три случая: 1) когда в&Ь грани изогона находятся наоди- 
наковомъ разстояши отъ центра; въ этомъ случа*]^ изогонъ есть 
въ тоже время и типичесшй иногогранникъ для н1^котораго вида; 
2) когда только некоторый изъ неоднородныхъ граней находятся 
на одинаковоиъ разстоянки отъ центра, т. е. касательны къ одной 
и той же шаровой поверхности; этотъ случай не им'^етъ для 
насъ особаго значенхя; 3) когда вс^ неоднородныя грани нахо- 
дятся на разныхъ разстоян1яхъ отъ центра — это случай общШ. 

САп>дспте Ъ. Чтобы найти центръ шара, описаннаго около 
изогона, можно взять центры круговъу описанныхъ около грани 
какого-нибудь одного рода и чрезъ полученный четыре подоб- 
иыхъ точки провести шаровую поверхность. 

Слпдствге с. Грани подтипическаго изогона подтипическ1е 
многоугольники, что очевидно само по 006*6. 

Сл9ьд(тв%е й. Всякому изогону, грани котораго правильные 
многоугольники, а гоноэдры котораго могутъ быть вписаны въ 
конусъ, соотв']&тствуетъ некоторый типичесшй изоэдръ съ пра- 
вильными гоноэдрами. Въ самомъ д'ёл'6, такъ какъ грани дан- 
наго изогона правильные многоугольники, то значить вс! его 
ребра равны между собою; и потому около одной изъ его вер- 
шинъ мы можемъ описать шаровую поверхность, проходящую 
чрезъ концы вс]&хъ реберъ соотв1^тствующаго гоноэдра; такъ 
какъ при томъ гоноэдръ можетъ быть вписанъ въ конусъ, то всЬ 
эти точки будутъ находиться на окружности. Проведя шаровую 
поверхность чрезъ эту окружность' и чрезъ взятую вершину го- 
ноэдра, легко убедимся ^ что эта поверхность проходить и чрезъ 
вс]^ вершины граней взятаго гоноэдра, а, просл']^дивъ положеше 
шаровой поверхности дал']^е, нетрудно уб'Ьдиться, что она прохо- 
дить и вообще чрезъ всЬ вершины изогона. Вторая часть сл^д- 
СТВ1Я непосредственно вытекаетъ изъ т. 16 и прим. къ т. 12. 
Если углы даннаго изогона тригоноэдры, то, чтобы онъ былъ 
ш)дтипическимъ , остается одно условхе — правильность его 
граней. 

§ 23» Выведя обпця услов1Я образован1я многогранниковъ, 
обратимся теперь къ важн'Ьйшимъ частнымъ случаявК», а именно 
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«ъ 1гвого13)авн1ка11ъ, у которыхъ одвмиенны ей всЪ [раня, 
\с^ гоноэдры, ша же ваковепь одновремевао шткщ друпс. 
Георема 1?. Существуетъ ограниченное чнио тфушгь пш- 
1хъ нногогрмнвЕовъ еъ одвонневнын! гранят в гоноэдра- 
нненно только тй, которые принадлежать къ одвону роду 

1аВЫЬНЫ11Н. 

1тобы вывесп вс^ нногограавшл, удовлетворяюпце этону 
лю, нужно сов1гЬстно р-1ш1ть уравнешя 7) — 12)1 13 — 
Легко вщд'бть, что веб эт* 1 2 ^'равнеш! сводятся къ З-нъ, 
какъ каждая группа уравнеш! выводится взъ двугь, а въ 
■енныгь четырехъ уравнешягь можно принять одно общее, 
!нно я -I- /= г -н 2. Но такъ какъ всего въ эп уравнешя 
ггь 5 □ерем^нвы^ь, то ясно, что двЪ взъ ннхъ остаются 
юд^енныкв I иогуть бьпъ заданы нровзвольно. Приведенъ 
пв уравнешя въ одноиу съ 3 иере1гЬвнынн, за который 
евъ велчвны М, т ш (. Для этого првравняенъ другь 
г шшр. уравнешя 9), 11) в 18), в выведет взъ нвгь ве- 

у /*; получает. /"= а (ЛГ-ьы-1и1Г ' '^*'"* ''**"' *"'* ^®"' 
тж М суть чвсла цЁлыя ве иевьше 3, то ны в зададниса 
гь таквхъ чвселъ: 

й случай. ЛГ^ 3, Я1 = 3. Въ этот, случа* /"=4; полу- 

родъ ораввльваго тетраэдра. 

й случай. ЛГ= 4, «= 3. Въ этомъ случа-Ь /"= 8; полу- 

родъ праввльнаго октаэдра. 

й случай. М= 5, т= 3. Въ этот, случа* /"= 20; по- 
ить родъ араввльнаго икосаэдра. 

-й случай. Ж^ 6, я» = 3. Въ этоиъ случа* /"= со; прв- 
гъ къ шару. Очеввдно, не ножеыъ задаться ЛГ>6. 
•й случай. М= 3, »» = 4. Въ этоыъ случа* (^= 6; прв- 
гь въ роду куба. 

й случай. ЛГ=4, т = А. Въ этоиъ случае /■=оо;о11ять 
«двнъ къ шару. Очеввдно, ве ножет. задаться ЛГ>4. 
-б случай. Ж = 3, т — 5. Въ этот, случа* /"= 1 2 ; при- 
къ къ роду праввльнаго додекаэдра. Легко уб-Ьдиться, что 
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задаваться Ж > 3 нельзя, ибо придемъ къ отрицательнымъ 
чнсдаиъ. 

Дримпчанге. Къ этому же выводу мы можемъ придти и дру* 
гимъ путемъ. Въ самомъ хЬхЪу у такихъ многогранниковъ двой- 
ное число реберъ должно д^литься на ц'бло, какъ на число вер- 
шинъ, давая въ частномъ наименованхе гоноэдровъ, такъ и на 
число граней, давая въ частномъ наименован1е граней. Применяя 
изв'1стныя Формулы, получимъ: 

кь первое, сдуча* ЛГ= ^^=|^^ 

П 

во второмъ случа* т = д^ _ ^ ^ = у/д/_2) 

7 

Подставляя въ эти Формулы вместо ш или М числа 3, 4, 5, 
мы получимъ разный возможный значен1я для п или /*. Такъ, въ 

случа* т = 3, получаемъ М = ^^^~^^ =6 — - , т. е. п мо- 
жетъ быть 4 (тетраэдръ), 6 (октаэдръ) и 12 (икосаэдръ) и оо 

(шаръ); въ случа* т = 4 им'бемъ Ж = ^^^"" =4 — -^^т. е. 

п можетъ бьпъ 4 (такъ какъ М въ этомъ случа'Ь равно 
двумъ, то это р^шен1е не означаетъ многогранника, а толь- 
ко одну четырехугольную грань) и, 8 (кубъ), а также оо 

(шаръ). Наконецъ, въ случа*! 1л= 5, М= ^^^*^^ \ чему удов- 

летворяетъ только одно рбшеше п = 20 (додекаэдръ). Подоб- 
ный же результатъ получаемъ и изъ второй Формулы. 

Слгьдствге а. Рядъ родовъ, къ которому относятся пра- 
вильные многогранники, несомн']^нно рядъ замечательный; мы 
должны искать въ немъ правильности и легко находииъ ее, 
если исключимъ тетраэдръ, который уже по тому одному выд'6- 
ляется изъ вс^хъ прочихъ, что составляетъ единственный родъ 
во всемъ порядке. Однако, мы получаемъ эту правильность 
только въ томъ случа'6, если сопоставимъ истинный, а не кажу- 
пцяся числа. Въ самомъ ккхЬ: 
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>Йбудутъ 4, 6 8 12 20 

разность 2 4 8 

разность 2 1 

разность 2 

Ч1С1а реберъ б}'дутъ 6, 12 12 30 30 

раэвость О ]8 О 

16 Ч1сла реберъ будутъ 6, 12 18 38 54 
разность в 12 24 

разность § 12 

разность в 

нсда вершвнъ б;дутъ 4, 8 12 29 36 
разность 4 8 1в 

раявостъ 4 8 

1)«лность 4 

омч1ни суммы 

кяxъуг^опбуд}Л1.8(I, 24^ 49(1 ТЫ 1Ыа 
ражгосп \%Л гча йАЛ 

разность \%а Ь'Ы 

{«апосп т ' 

|микшъ рядь: 1(убъ, октюдр^ додскакфъ, жеосо- 

п> м мг);уъ отюшшмпк 

«\лчА« п ю.гнп111> мюгогршннБовъ съ одщоанен- 
■м «цямжняьоп гммцрип, важъ 1фано пра- 

мп-са «^^{тумм 1^ — 34> ■ кцстшшь вместо 

а '41№«и П|« утччм» «ырахап «■км ш хи . частей 

от1«чтч)1к> п. чясдт П1ак1. сакъ жаабсиЪе суше- 

лтцх « '«к-м ^п. ках^пшаса. Прешфвтеаьво 

г^^дтчп., яг с>-т^т«ту>тг я г;>гд{лъ п^ияовашя 






2_(п-;_2)_^1_4(п^т) 
т— -2 
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Будемъ обозначать большими буквами числа частей, отно- 
сящихся къ подтипическимъ многогранникамъ ; соотношеяхе ме^ 
жду т я М понятно само собою. 

Итакъ, разсмотримъ многогранникъ, коего грани т — уголь- 

НИКИ. Число его граней есть /*= _2 ' Строимъ подтипиче- 

сюй измененный; получаемъ 2^= 2 (^ — 2\ такъ какъ в&к его 
грани трехугольники; по Р=п\ а N=^1 поэтому п' = 2 

1=^5^ (25) 

Подставляя посл^^довательно т = 3, 4, 5 и т. д., получимъ: 

для трехугольныхъ граней п = 4п — 12 (25а) 

для четырехугольныхъ граней п^ = 2п — 8 — (255) 

для пятиугольныхъ граней п = ^ — ~ .*. . . (25с) 

Наконецъ для шестиугольныхъ граней мы получили бы 
п- =п — 6 — результатъ невозможный (конечно кром^ случая 
п = оо), такъ какъ истинное число вершйнъ не можетъ быть 
меньше кажуоц^гося, а потому пятиугольники представляютъ 
высш1й пред'&1ъ наименовашя граней такихъ многогранниковъ. 

Слтьдствге а. Отсюда сл'бдуетъ, что при изученш такихъ мно- 
гогранниковъ достаточно разсмотр'Ёть 3 случая , а именно : 
1)т = 3у 2)т = 4 и 3)т = 5. Многогранники съ трехуголь- 
ными гранями мы назовемъ для сокращенхя тригональнывга, съ 
четырехугольными гранями — тетрагональными, и съ пятиуголь- 
ньши — пентагональными. 



Для тригональнихъ многогранниковъ 

2 



им'Ьевгь п=2-+-^ (8а) 



г = I (9а) 

2Р=/:2(г (26а) 
Для тетрагональныхъ многогранниковг 

им*емъ п = 2-ь/' (8Ь) 

г— 2^ (96) 

2Р = Л4^ (26Ь) 



амнамныхъ многогранникот 

п=2'*^% (8с) 

г = % (9с) 

^=СМ (26с) 

Не. Ясно, что Форнужы 26а), 266) ■ 26с) но1угь 

[ы непосредствевао, не прнб^Ьгая къ теореагЁ 14 в 

и 9. 

19. Высш1Й пред-&1Ъ на1шеновав!я гоноэдровъ фи- 
(иенныив углами есть аять. 
оэдры данной Фигуры наииенован1я М. Число вер- 
.~2 • Строниъ соответственный тнпячесий изи^- 
юслёдняго п^2 (/■ — 2); но «^ 7^, а /"^ ^Г, а 

^='-^^ (25.0 

1Я М= 3, ЛГ:= 4, л/ = 5 и т. д. в называя ино- 
зотв^тственно трвгоноэдрическнии, тетрагоноэдри- 
[. оолучииъ; 

^ричеокыхг многогранникот Р ^ АР — 1 2 (25е) 
овдрическихъ многогранни- 

1'''=2Р—9 (25/) 

1эдрическихг много12>анни- 

^ = ?-? (25Й 

ДЛЯ гексагоноэдрнческвхь иногограввиковъ иы 
р'^Р—е — результатъ невозможный (конечно 
Р' = оо), такъ какъ теоретическое число граней 
.1ть меньше д-Ёйствительнаго. Такииъ образоиъ, 
I лредставляютъ высш!б пред'Ьлъ угловъ таквгь 
>въ. 

пе. На эту теорему можно смотрЬть такяе какъ 
аенное сл'Ёдств!е теоремъ предъидущей и 1 2, такъ 
возможенъ быль тйпическ1й иногогранвикъ съ го- 
наго чЪлъ 5 наименования, то возможенъ бы быль 
1й нвогогранникъ съ нанменовав^емъ граней вые- 
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Слгьдстте а. Поэтому, при вывод11 «ориулъ, относящихся 
въ этииъ ивогограннвканъ, приходится ограничиться тремя сду- 
чаяни: 1)М=3, 2) ДГ= 4 я 3) ЛГ=5. 
Для п^июноэдрическихъ мно*<лран- 

ммкоет ям*еиъ и = 2 (/"— 2)=(13а) 

г = 3 {/■ — 2)— (15о) 
2Р=(/"— 3)8(г— {27а) 
Д1Я т«тра1№м>9с|ричбСк№Г! мною- 

гранникот им-Ьеиъ п = { — 2 — (13Ь) 

г=2{/"— 2) — (156) 
2Р=(/-_4)4(г— (276) 
Для пентагон09б|ричЁСК№Г8 мнто- 
фонкикобз им-Ьемъ н= ^ — (13с) 



'^ 8 

_/- 



(15с) 
5:Р = -^-^-8й (27с) 

§ 25. Ясно, что разсиотрЁнныни въ предъидущеыъ § нно- 
гогранникаив исчерпываются ъсЬ возможные изоэдры и изогоны. 
Мы видели, что при центре изогоновъ можно построить систему 
равныхъ гоноэдровъ по числу вершинъ. Въ случа-Ь, если данный 
изогюнъ нодтипическ^й в система построена при его центр'Ё, то 
она тожественна съ системою центральныхъ гоноэдровъ типяче- 
скаго лзоэдра. Поэтому, нетрудно построить вс^ возможные тв- 
ппеск1е изоэдры, исходя изъ системы дополнительныхъ гоно- 
эдровъ всЁхъ возиожныхъ изогоновъ. Съ другой стороны, сумма 
плоскигь угювъ при вершин'Ь изогона есть величина постоянная, 
а мзъ нея нетрудно вывести и самую величину дополнп'ельнаго 
гоноэдра. Теперь мы выведеиъ эту величину. 

Те(^ма 80. Говоэдръ, дополнительный гоноэдру какого- 
угодяо азогона равевъ 2(2, умвбжепныиъ на единицу безъ дроби, 
числитель которой — разность числа граней и наииенован1л го- 
ноэдра, а знаменатель — разность того же числа граней и двухъ. 

Въ саиомъ д^л^, сумма плоскихъ угловъ гоноэдра язогона 
равна общей сумм'Ё плоскихъ угловъ, д'Ьлеввой на число вер- 
шинъ. Поэтому, сумма эта для триговоэдрическаго изогона бу- 
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[, Д1Я тетрагоноэдриескаго — у~ Ы, а д^я пен- 
скаго — тЕ^- 4е(, в такъ какъ дополитемьный го- 
п, 2<^ — 2" , то 

овоэдрнческаго взо- 

получаемъ а^—2а(1—^~) (28в) 

агоаоэдрическаго иэо- 

по1учаемъ 0^=2а{\—^~) (286) 

агоноэдрическаго изо- 

получаенъ (?^ = 2^ (1 — ^^) (28с) 

31. Ес1и существуетъ какой-нибудь изогонъ съ 
1ь гранями, то существуетъ н другой съ граннни 
наименованы, но нравильныии. 
■ъ сйстеиу дополнительныхъ гоноэдровъ даннону 
съ какъ пдоск1е и двугранные углы изогона как1е- 
утъ быть различны, то значить вообще различны и 
ггранвые углы дополннтельнаго гоноэдра, хотя въ 
учаяхъ некоторые или всЬ углы могутъ быть я - 

другу. Тшсъ какъ эти величины гоноэдровъ, иогу- 
лваться въ пространстве, вполв'Ё опред'Ьляютъ за- 
ложенЕя (нужно накладывать равный алоск1й уголь 
то значить число складывающихся около каждаго 
1нныхъ угловь есть величина вполн'1ё онред'Ьленная 

для каждаго соотв*тственнаго ребра. Отсюда ел*- 
наименование граней даннаго изогона, соотв^тствеа- 
кь ребрамъ (т. е. къ нимь пераендикулярныхъ) есть 
■на опред-Ёленная и постоянная для каждаго соотв-Ьт- 
!бра; другими словами, въ изогон'Ь ии-1ется столько 
граней, сколько въ его гоноэдр^Ь плоскнхь угловь. 

зусть наииенован1е граней будеть к, I, т Если 

[ъ-нибудь граней съ этими ваиненован1ямя мы возь- 
шые многоугольники, то оть этого число граней, ко- 
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нечно, не изменяется, в такъ какъ во ыЛхъ вершинахъ сходятся 
одинаковые углы правильныхъ многоугольниковъ, то ясно, что и 
сумма плоскихъ угловъ при вершин'Ь остается неизм'Ьнною; и 
сл'Ьдовательно данная Фигура остается изогономъ и при сд'Ьлан- 
номъ изм^ненш. '/ ^^ 






•■'Л 



I 



Слп>дствг€ а. На основаши этой теоремы и сл'Ьдств1я Л тео- : |^ 

ремы 16-й, мы заключаемъ, что если существуетъ какой-нибудь V 

изогонъ, уголь котораго можетъ быть вписанъ въ конус!^, то ''^ 

существуетъ и подтипическШ, принадлежапцй тому же виду и "^^ 

даже разновидности. :| 

Слгьдствге Ъ. На основащи этой теоремы мы можемъ вы- у^ 

разить Формулы 28 въ другомъ вид^^, а именно въ зависимости - ^ 
отъ наименовашя граней. Пусть эти наименоватя будутъ {, ;, ку 

I и ш] принявъ грани за правильные многоугольники, получимъ, ;^ 
что сумма плоскихъ угловъ около одной вершины будетъ 2Л 

/%^2 *• — 2 Л — 2 1 — 2 ш — 2\ , 

I — т- -ь ^ — I — 1^ — I — 5 — н -^^ || и следовательно величина 

/• о * о 

дополнительнаго гоноэдра будетъ (?^= 2й — с1 (^-^ — н-^-^^^-ь 

Число же вершинъ даннаго изогона ползгчится, если на эту 
величину мы разд^- 

2 

лимъ 4с?, т. е. ... л = ^^ ^ 5 ^ ^ д- (30) 

Въ частныхъ же случаяхъ получаемъ : 
для тригоноэдриче- 

2 

скихб изагоноеъ . . . п = -^ ^^ 1 ^ (30а) 

для тетрагйноэдри- 

^ескит изогоновь . л = ^; ^ ; г {^ОЬ) 

для пентагоиоэдри- 

ческихъ шогоноеь. . п = -^ ^ "^ = г^ (30с) 
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Теорема 23. Сунна двуграноыхъ уг^овъ ивогограв- 
суииы его гоноэдровъ равна двунъ пряиынъ, уыао- 
на чиио гравей безъ двухъ^). 

авниъ въ каждой вершине иногогравнвка перпендкву- 
кгЁыъ граняиъ, оерееЁкающннся въ зтой 8ершIВ^^; ва- 
перпевдвку1яровъ првиеиъ отъ вершивы варужу. Раз- 
какую-вябудь вершвву Л^ говоэдра. При этой вершнЕ^ 
2N-^■2 С1'1&дую1цихъ гоноэдровъ: а) ввутренн1Й гово- 
'огравника, Ь) гоноэдръ, образуемый первендикуляранв 
тельно доао1нительный пер&ону, с) ^ вертикальвыхъ 
ъ, образуеиыхъ гравью съ перпевдвкуляроиъ, къ ней 
цноиъ, А) Л' вертикадьныхъ гоноэдровъ, образуеныхъ 
могограннвка съ двуия верпевдвкудяраыи къ граняиъ, 
пересЁканпФя по этоиу ребру. Обозвачвиъ говоэдры: 
?; гоноэдры Ь) чрезъ^; говоэдры с) будутъ раввы со- 
вво П010ВВ0-11 плоскаго угла (Р) данваго говоэдра нво- 
авваковецъ говоэдры (I) будутъ раввы соответственно 
чжъ до 2(2 двуграаваго угла (Л). Такъ какъ суша 
юэдровъ около одной точки равва 4(2, то ви^нъ : 



I также для второй вершины получаенъ: 



и = А„-*-в„-*- 



20„ ^(М — В„) 



,ывая, получаенъ: 



«на эта бы1а вввявисимо выведена мвогяии авторами, а нмевво 
Ап. йеОвгд. 8. р. 189) Вг1аасЬоп'о11ъ въ зам^тк*: -Впг 1е8 ро!^- 
юг. де ГЕс. ро1. С. 25, р. 817, наконецъ ОгипеП'омъ въСтеИв 3. 
(акъ объ этожъ бым уоокявуто въ прии- къ т. 1, которая пред* 
обою лишь частвый случай, За'Ьсь врвводвтся впрочегь яезаан- 
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Зд'Ёсь сумму гоноэдровъ Л) мы удваиваемъ, такъ какъ, оче- 
видно, каждый гоноэдръ этого разряда будетъ повторяться два 
раза на концахъ каждаго ребра многогранника; НА какъ сумма 
гбноэдровъ, дополнвтельныхъ гоноэдрамъ даннаго многогранника , 
равна 4е2. Дал^^е, какъ уже изв-Ьстно, 2Р=4е?(п — 2). Что 
касается 2 (2й — В), то очевидно , что въ эту сумму входить 
столько членовъ, сколько реберъ въ данномъ многограннике; по- 
этому 2 {2а — В)= 2с1.г — 2В. 

Подставляя всё эти значсшя, получаемъ: 

4:с1.п = Аа ^ 2б^-н 2(г (п — 2) ч- 2Л.Г — 2В или 
25— 2в=2сг (2-+-П — 2-*.г— 2л)=2(* {г—п)=2а {(— 2), 
что и требовалось доказать. 

Слрьдствге а. Означивъ чрезъ 92 среднее наименоваше гоно- 
эдра многогранника, мы можемъ написать (по теорем'Ь 17-й I отд.) 
20 = 2В — пй (5К — 2). Сравнивая это выражен1е съ только 
что полученнымъ, будемъ им'Ьть 2^ (г — п) = пА (91 — 2), от- 
куда 9{ = ^ — выражете, указывающее, какого наименован1я 
могутъ быть гоноэдры. Напрам'Ьръ для ромбическаго додекаэдра 

48 8 

им*емъ г = 24, п = 14 ; следовательно 92 = ^^ = з у , откуда 

заключаемъ, что изъ семи гоноэдровъ три могутъ быть тетраго- 
ноэдрами, если остальные тригоноэдры. 

Это выражеше^показываетъ также, что условхе, необходи- 
мое для одноименности вс^хъ гоноэдровъ многогранника, есть 

~- = 3, 4 ИЛИ 5, ЧТО уже нами применялось. 

Впрочемъ, это соображете очевидно и само по себе, такъ 
какъ сумма наименован1Й всехъ гоноэдровъ есть двойное число 
реберъ. Отсюда ясно, что изложенную теорему еще проще вы- 
вести изъ этого соотношен1я обратныиъ аналитическимъ процес- 
сомъ, а именно: 2<? = 2В — пй (92 — 2) или 2В — 26? = 

тг(9г — 2) = 1кг {^—2\ = 2а{г~п) = 2а{(—2). 



XXI. 



о формуле Эйлера (иъ стр. 57-й). 

ал фор1171а учен1а о тФхесвнхъ фвгурахъ прив^ек^а осо- 
1в нногочнслеввнхъ иатенатввовъ, оредставпвшихъ сання 
ея доказательства. Вввиан1е это было возбухдево осо- 
бстоятельствонъ, что въ своей первой стать'Ъ (Е1еюеп(а 
)П1т въ НоУ1 Соттеп!. Ректор. 1758) Эвлеръ выводил 
оулью, а двшь во второй (Ве1поп8(га11о 1101то1агаш 1ПВ1> 
[а()1т ^пдЬиа, 1Ъ||1.) двлъ ей общее, хотя п тякеловатое, 

е Е1етев(е (1сг Ыа(Ьеп1аик 5 Лов. (2), з. 213) предвола- 
гвошев1е, выраааеиое этою формулою, было пзв'Ьство уже 
гевво ва тонъ основав^в, что Архвнедъ увазалъ ва рядъ 
пъ волувраввльвнхъ нвогогранвввовъ (т, е. особыхъ те- 
вдровъ л лодтвавческпхъ изогововъ). Тотъ же ВаИгег 

ва 8Т0 соотвошев1е въ Оеитгев 1оё(1{1:йв йв ОезсагШ р. 

СагеП, лздаввыхъ въ 1860 г., II, р. 214 (и уваэалъ ва 
гатъЪ въМооаиЬ. А. Вег1. Ао. 1861, р. 1043). 
) вв было, формула вта лолучвла расвростравенвую вз> 
1 лослЪ улоилвутаго уже вывода Эйлера. 

далъ ей доказательство, оововаввое ва томъ же вачал^ 
бол'Ье общеП фориулы, относящейся въ иногограввпкамъ 
п (сн. его В1]ешеп(в йе Сёоте1пе 15е(1. 1862, р. 226). Въ 

кетодъ втотъ легко врвложниъ для гораздо бол^е швро- 
й, я считаю его навбол^е рад!оаальвы>1ъ, хотя ЗсЬп!^ V . 
наго мн-Ьшя в счнтаетъ его неудовлетворятедьнннъ (см. 
. 8. 83). 

1тъ ц'Ълый рядъ доказательствъ, д-Ькоторыл пзъ воторыхъ 
1е швроЕ1Л обобщен1Я въ другнхъ направлен1яхъ, кааъ на- 
[ьство СаасЬу (1опг. йе 1'Ес. Ро1. СаЛ. 16, р. 77), СшпеП'а 

8. 367) Ь'НпШвг(Ап. авта1Ь. раг бегвоппе ИГ, р. 160) 
ке отличаются особенною простотою. Наиболее простымъ 
1ательство профессора Г. Тнме, воторое мы приведемъ 
ъ: «Для того, чтобы оерейтн по робрамъ мвогогравннка 

вершлвы ко вс^мъ другпмъ, веобходвмо и достаточно 
I — чвсло вершввъ). Когда нвогогравнвкъ будетъ раар^- 
!раэомъ, то для того, чтобы отд'Ьлвть еще вс1> грани, яе- 
ать раврФзъ во всЬнъ другвмъ ребрамъ. ^ля разд1лев1л 
еобходвно / — 1 разр^зовъ во ребрамъ. Следовательно 

вм4етъ е — 1 -*-/■ — 1 реберъ» (см. ВаНяег 1. с!!.), 
ства лавы такхе 8(е1пег'о1('ь (СгеПе 3. В. I, 8. 364), 
г Агс)]. йет ^еа. На1. В. 1Т), Б^атИ'оиъ (Ссош. |1. Ьа^е 
1'омъ (Ргойт. й. Кв1п. Кеа1йу1пв. 1854 й. 4), С. ^огйа- 
'. В. 66. 5. 36), Бугаеныиъ (Матен. сбора., т. 2, 1862), 
гег'оиъ (1ос. с!!)- 
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Можно быю бы пожалуй еще увеличить этотъ списокъ, но уже и 
въ немъ есть лишь вар1анты въ сущности одного н того же способа. 

Отношенхе иежду элементами многогранника, выражаемое уравне- 
шемъ /-1-п = г-*-2 можно представить и графически, какъ это сде- 
лано на фит. 65-й, гд'Ь горизонтальный черты выражаютъ носл']^дова- 
тельно число реберъ (для лености черезъ каждый 5 и 10 д'Ьдешй про- 
веденъ особый пунктиръ); тонк1я параллельный черты, проведенныя 
сл'^^ва^на право и сверху вннзъ выражаютъ посл-^Ьдовательно число вер- 
шннъ (какъ обозначено цифрами), а трет1й рядъ параллельныхъ чертъ 
выражаетъ собою число граней (также согласно обозначенш). Четння 
черты последней системы сд'Ьлавы толстыми по той причин^, что, какъ 
будетъ указано ниже, многогранники сюда относящ1еся, принадлежатъ I, 
а остальные П классу. 

Бром'^Ь того на фигур']^ проведено еще в толстыхъ чертъ, означен- 
ныхъ ш = 3, т = 4 и т = 5, а также 31= 3, Л/= 4 и М= 5, гд* 
т — ваименоваше граней, а Ж — гоноэдровъ. Всякое перес1)чен1е этпхъ 
трехъ системъ выражаетъ собою возможный миогогранникъ или группу 
нногогранниковъ, но только въ пред'^Ьлахъ между чертами т = 3 и 
М = 3, такъ какъ за этими пред']&лами р^шен1я обозначали бы много- 
гранники, им'Ьющ1я наименован1я граней или гоноэдровъ меньше ч^мъ 3. 

Понятно, что вс! возможные многогранники съ одвнаковымъ на- 
11менован1емъ граней или гоноэдровъ будутъ соответствовать проведен- 
нымъ 6-ти толстымъ чертамъ. 5 перес^чешй этихъ чертъ будутъ со- 
отв:1тствовать т^мъ многогранникамъ, которые одновременно им'Ьютъ 
одинаковое ваименоваше граней и гоноэдровъ и сл']^довательно одина- 
ковыхъ въ этомъ отношенш съ правильными многограннлками. 

Однако, въ этой схем^, основав1я которой даны Вге1оп'омъ (Сотр(. 
Вепд. 1860. 51, р. 723) отд-^львыя точки не только не выражаютъ со- 
бою какого-нибудь единичнаго многогранника, но, напротивъ того, со- 
отв']^тствуютъ весьма различнымъ. бозьмемъ для прим'Ьра миогогран- 
никъ, СОСТОЯЩЕЙ изъ трехугольныхъ граней, им'Ьющ1й 8 граней и сл'&до- 
вательно 12 реберъ и 6 вершннъ. Сумма наименован1й его гоноэдровъ 
равна двойному числу реберъ, т. е. 24, и мы получаемъ для этого един- 
ственнаго по схем^ Вге1оп*а р^шевхя сл^дующхе случаи, въ которыхъ 
числа обоэначаютъ напменован1Я гоноэдровъ: 1) 5 5 4 4 3 3, 2) 
5 4 4 4 4 3, 3) 4 4 4 4 4 4. 

И ч^иъ большое число граней въ многограннике, т^мъ больше су- 
ществуетъ р^шенхй соответственно одному и тому же решешю по схеме 
Вгв1;оп'а. Поэтому, схема эта далека отъ того, чтобы выразить собою 
всевозможпыя отношен1Я многограннпковъ. 



Выводъ всЪхъ возможныхъ изогоиовъ и типическихъ 
изоэдровъ. 

$ 37, Методъ, которону иы буденъ схЁдовать ори этоиъ 
выводе, состоять въ тонъ, чтобы, опред'Ьлгвъ в&к возиояшые 
■зоговы съ граняив иравилвыии ивогоугольникаии, такъ 
называемые особые изоговы, въ каждонъ частвонъ сдуча'Ё, раз- 
снотр^ть, какоиу изи%нев1ю (регу.пфованио) ыогуть быть 
подвергнуты стороны еп утлы этихъ граней для того, чтобы 
многогранвикъ оставался изогоноиъ. ЗагЬиъ, оостроввъ соот- 
в1!тствевные твоичесше многогранники, иы нолучниъ соотв^т- 
ствуюпце нзоэдры. 

Не язы^няя алоскихъ угловъ граней, ыы во иногнхъ слу- 
чаахъ иожеиъ нзи'Ьнить величину н^которыхъ сторонъ, т. е. ре- 
беръ изогона я при этоиъ взогонъ иожетъ оставаться вписан- 
ныиъ въ шар^, если такниъ быль до изиЪнешя. ТакЫ нзи'Ьнен- 
ныя граня будутъ равноугольники, а чтобы они могли быть впя- 
санныив въ кругЁ (д1я того, чтобы саиъ многогранвикъ иогь 
быть вписавньшъ въ шар'1^), нужно, чтобы при яэы^невш длины 
реберъ соблюдали никоторое услов1е. Услов1е это состоять въ 
тонъ, чтобы дв'1 сиежныя сторовы, прилегаюиця къ любой сто- 
рон-Ь равноугольника, были равны между собою ; въ саиоиъ Д'6- 
жк, дуги, на которыхъ опираются стороны двухъ сиежныхъ 
угловъ, какъ равньаъ и вписанныхъ . въ кругЪ, равны иежд}' 
собою; првтомъ, такъ какъ въ обовхъ этихъ дугахъ есть обп^я 
часть, то и остаюшдяся за ея вычетомъ части, т. е. дуги, стягв- 
ваеныя двумя сторонами, нрилегающимн къ одной и той же, тоже 
равны между собою, а сл1;довательно, в сами стороны равны. 
Таюе многоугольники ыы будемъ называть дигональныии'); пер- 



') Н'Ькоторые авторы нвэывають нхъ полуправил*ными. Но едва Л1 такое 
иа8ван1е можно счттать (не сиогрн ва его распространенность) удачныиъ, такъ 
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вый изъ няхъ есть аряиоугольаикъ и происходить изъ квадрата 
чрезъ растяжен1е одной изъ паръ противоположаыхъ сторонъ; 
второй есть днтригоиа1ьны8 равноугольввкъ, т. е. правиьыый 
шестиуго^ьникъ съ посл-бдовательно чрезт. одну растянутыми 
сторонами; трет1Й есть дятетраго'аальный раваоугольникъ, про- 
исходящей такниъ же образоиъ изъ правильнаго восьииуголь- 
ника й т. д. Соотв*тствун)Щ1е дигональнымъ описанныя около 
круга, т. е. тваическхе многоугольники будутъ, какъ легко ви- 
деть, раввосторонникв и ихъ принято называть дигонами: пря- 
моугольнику соотв-Ьтствуеть ромбъ, дитригональному равноуголь- 
нику дитригонъ и т. д. 

Теперь посмотрвиъ, въ каквхъ случаяхъ можно изм'1нять 
величину плоскихъ угловъ изогона. Если при какой-нибудь вер- 
шине иы увеличинъ иди уиеньшинъ одивъ изъ плоскихъ угловъ, 
то ясно, что на ту же величину мы должны уменьшить нлв уве- 
личвть другой ; такъ какъ граней существуетъ столько родовъ, 
сколько вхъ сходвтся прв одной вершин'Ё гоноэдра и такъ какъ 
углы граней разнаго навмевован1Я разные, то ясно, что мы нено- 
жеиъ таквиъ образомъ регулировать углы разноименныхъ граней. 
Однако, не всегда можно регулировать и углы одноииеаныхъ 
граней, если таковыя встр^^чаются при одной вершине. Допу- 
стимъ наприи^ръ, что около вершинъ правильнаго трехугольника 
сходятся два разные угла одноиненныхъ граней. Ваншемъ этотъ 
трехугольникъ въ шаръ и опуствиъ взъ центра носл'Ёдняго пер- 
пендикуляры на одноииенныя грани &,, с, и ^^. Такъ какъ дву-4>№В 
гравные углы, образуемые этими гранями, равны, то гоноэдръ, 
получевный прв центр Ь, будетъ правильный, а сл1&довательно в 
ородолженныя одноииенныя грани образуютъ праввльвыв гоно- 
эдръ. Вершина этого гоноэдра, очеввдво, должна ваходвться на 
первендикуляр'Ь 0А^ опущенномъ иэъ центра на грань о,, а со- 
еднвивъ какую-либо точку этого перпендикуляра съ вершинами 



ввкъ и тЁ, которые называются хагонани, ввпр. дитрвгояъ, дитетрагонъ, ввкъ 
тгЬюоие равныя стороны, въ. равной м(р1 засл;живаютъ назва81н полупри- 



§ 28. I. Тригож)эдри'<есн1е изогоны и тригональные иаоэдры '). 
Общая Формула для такихъ изогоаовъ есть 



Легко опреД'Елить, что зд-Ьсь возможно десять случаевъ: 

1) к = 1 = т=3; въ этомъ случае п =: 4. 

2) к = 3: I = т = 4\ ьъ этомъ случа* п ^ 6. 

Этотъ случай зам-Ьчателенъ тЬиъ, что даетъ общее р4шен1е; 
въ санонъ Д'Ьл'Ь ^ "*" ~? "^ Т ' ^ сл'Ьдовательно каково бы ни 
было число к, всегда получяиъ п = 2к. 

3) А=3;/ = »»^6;въ этомъ случае л = 1 2. 
4)й^3; ; = »1=3; въ этомъ случа'Ь п = 24. 

5) к = 3; 1 = т='10; въ этомъ случа* п^ 60. 
Наконецъ, нзоговъ съ коиечнынъ числомъ гравей а съ 

Л^З, а?=;т> 10 существовать не можетъ. 

6) А: = 4;^ = 1»:=6;въ этомъ случа* « = 24. 

7) к = 4; 1=6 в т = 8; въ этомъ случа-Ь « = 48. 

8) й;=4;^=6и»м=10;въ этомъ случа'Ь и := 120. 
Наконецъ, случаи ^ = т>8 невозможны при конечноиъ 

чясхЁ граней. 

9) к = 1=:т^5; въ этомъ случа* п = 20. 

10) к ^5; 1^т = 6; въ этомъ случа'Ь и =; 60. 
Наконецъ, случаи I =т>.В невозможны. 

Итакъ, вс^ возможные триговоэдрическ1е изогоны группи- 
руются въ одномъ общемъ и девяти частныхъ р*шен1яхъ. 
Разсмотринъ ВСЁ случав въ подробности. 

Первый случай. Сфентдръ. 
Наиъ не приходится останавливаться на этомъ случа'Ь, такъ 
какъ выведеввая Фигура — правильный тетраэдръ — уже об* 



I. п дополнительную за- 
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стоятельно наиъ известна, а также изв'1^стно, что изоэдръ^ ей со- 
отвгЁтствующ1Й есть тоже правильный тетраэдръ; изв1&стно так- 
же, что иы можемъ регулировать углы тетраэдра такииъ обра- 
зоиъ, чтобы получить безконечно большое число равноугольныхъ 
СФеноидовъ, а потону и ве приходится приб'&гать къ тому осо- 
бому соображен1ю, что при вершин'Ь такого СФеноида сходятся 
три угла трехугольника. Намъ известно также, что равноуголь- 
ные Сфеноиды суть въ тоже время и изоэдры и представляютъ 
одновременно к типичесшя и подтипическхя Формы. Эти Фигуры 
представляютъ по всему этому единственное въ своевгь род'Ё рЬ- 
шеше, а потому прилично назвать ихъ особымъ именемъ, Ла- 
зовемъ ихъ СФеноэдрами. Фиг. 34 изображаетъ соотношеше 
двухъ СФеноэдровъ, описаннаго около шара и въ него вписаннаго. 

Второй случай. 

СКАЛЕНОЭДРЪ и ТРАПЕЦОИДЛЛЬНЫЙ ПРИЗМОИДЪ. 

Этотъ случай, какъ мы вид'кни, зам'&чателенъ тЬмъ, что 
представляетъ собою общее р'Ьшенхе. Притомъ, такъ какъ 
число вершинъ въ этомъ случа'Ь п = 2Л, то ясно, что въ этой 
Фигур*]^ им'Ьется ТОЛЬКО два правильные к угольника, а веб 
остальныя грани квадраты. Изогонъ этотъ называется прямою 
призмою; мы будемъ называть ее особою, если вс)^ грани 
ея правильные многогранники. Гоноэдры его вертикальные или 
призматическ1е, Типическ1Й изоэдръ, ему соотв'Ьтствуюш,1Й, есть 
бипирамида, которую мы будемъ называть особою, когда бна 
соотв-Ьтствуеть особой призм'Ь; такимъ образомъ всЬ гоноэдры 
особой бипирамиды правильные. Теперь посмотримъ, какимъ ви- 
доизм'Ьнешямъ мы можемъ подвергнуть эти Фигуры. Ясно, во- 
первыхъ , что вм'Ьсто квадратовъ мы можемъ взять прямоуголь- 
ники; получаемъ Ц'ёпь пред^Бльныхъ индивидуальностей, а именно 
прямыя призм^1 съ правильными основан1ями ; мы называемъ ихъ 
пред'Ёльньши индивидуальностями, такъ какъ всё он'ё суть мно- 
гогранники подтипйчесюе. Этой ц'Ьпи соотв'Ьтствуетъ серхя ви- 
довъ прямой бипирамиды съ основашемъ — правильнымъ много- 
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угольвикомъ или просто бипираыйды. Въ чисд^ членовъ послед- 
ней серш можетъ встр'Ьтиться бипирамида съ гранями — пра- 
вильными трехугольниками. Въ случа*]^ %= 4, правильная бипи- 
рамида есть октаэдръ, а соответствующая ей призма есть кубъ. 
Ясно, во-вторыхъ, что если к есть число четное, можно регули- 
ровать два соседн1е угла и прямая призма даетъ новую сер1ю 
трапецоидальныхъ призмоидовъ, соответственные изоэдры кото- 
рыхъ будутъ скаленоэдры. Ясно, что каждый членъ этой сер1и, 
т. е. изогонъ съ совершенно определенными плоскими углами въ 
свою очередь растягивается въ цепь предельныхъ индивидуаль- 
ностей, отличающихся одна отъ другой относительной величиной 
смежныхъ сторонъ двухъ основанхй. Ясно, что боковыя грани 
этихъ призмоидовъ трапещи, а грани соответствующихъ имъ 
скаленоэдровъ неправильные трехугольники. Отъ этого взято и 
ихъ назваше, а именно определительное слово трапецеидальные 
для первыхъ и самое назваше (скалена есть неправильный трех- 
угольникъ) вторыхъ. Взаимное отношете этихъ двухъ Формъ 
представлено на фиг. 36. Фигура же 35 изображаетъ взаимное 
соотношен1е вписавнаго куба и описаннаго октаэдра, какъ осо- 
быхъ и наиболее правильныхъ Фигуръ этого случая. 

Кроме перечисленныхъ Формъ, къ этому же случаю отно- 
сятся дигональныя призмы, представляюпця вторую цепь пре- 
дельныхъ индивидуальностей; боковыя грани ихъ прямоугольники 
(въ частномъ случае квадраты), а основан1я — дигональные рав- 
ноугольники. Этой цепи соответствуетъ параллельная серхя диго- 
нальныхъ бипирамидъ — прямыхъ пирамидъ съ основан1емъ ди* 
гономъ; грани этихъ бипирамидъ неправильные трехугольни- 
ки; однако-же, чтобы отличить отъ скаленоэдровъ, къ нимъ не 
применяюгь последняго назван1я. 

Третгй слгршй. 

Притуплённый и пирамидальный тетраэдры. 

Для этого случая легко определимъ по Формуле 1 За), что 
число граней /"=8. Притомъ, такъ какъ одноименный грани, 
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къ правильному трехугольнику, образуюгъ другъ 
)авильный гояоэдръ и число такихъ граней 4 (такъ 

быть ■д- = 4 т1)ехугольнвка), то ясно, что они 
ь собою грани тетраэдра ; трехугольныя же грани 
тону притупляющвии. Число вершйнъ соотв'Ьт- 
гпвческаго изоэдра есть 8, а число граней — рав- 

трехугольниковъ — 12; угловъ у него 2 рода — 
> и 4 гексагоноэдра. Если иы соединииъ вершины 
•ноэдровъ, то получинъ правильный трехугольннкъ, 
еиъ принять за осн08ав1е пряной пирамиды, вер- 
: есть одна изъ вершйнъ тригоноэдровъ. Получен- 
>бразоыъ четыре правильныхъ трехугольника сои- 
'ырехграннЕКЪ, а именно въ правильный тетраэдръ. 
1ръ этотъ вазываютъ пиранидальнынъ тетраэдронъ. 
1 тетраэдръ ле даегь сер1и новыхъ, но только ц^оь 
индивидуальностей, когда вместо правильныхъ ше> 
1Ъ возьнеиъ дитригональные равноугольники. Этой 
въ соотв'1тсгвуетъ сер1я пирамидальныхъ тетра- 

что пиранядальных'ь тетраэдровъ съ гранями — 
трехугольниками, не существуетъ, однако есть осо- 
!твующ1Й особому притупленному тетраэдру. Со- 
адЗ' этими Формами изображено на фиг. 37. 

Четв^/тый случай. 

ТОЛЕННЫЙ КГБЪ и ПИРЛИИДАЛЬНЫЙ ОКТЛЭДРЪ. 

^чай совершенно оодобенъ предъидущеиу и потону 
змъ къ результатаиъ. Изогонъ называется притуп- 
иъ, а соотв'Ётственный типический изоэдръ — пира- 
октаэдроиъ. Грани пирамидальнаго октаэдра — 
ые трехугольники; у- него 6 вершвнъ октогонО' 
вершйнъ тригоноэдровъ; особому притупленному 
твуегь особый пиранидальный октаэдръ. Но крон^ 
■ ц%пь пред'Ьльиыхъ индивидуальностей , парал- 



лельно которой вдеть сер1я пвраиидадьныхъ октаэдровъ. Со- 
отвошев1е между этиив Формами представлено на фиг. 38. 

Пятый случай. 

ПСИТУПЛЕЫНЫЙ ДОДЕКЛЭДРЪ и ПИРАМИДАЛЬНЫЙ ИКОСАЭДРЪ. 

Этотъ случай опять совершенно сходенъ съ двумя предъиду-- 
щини к потому опять ограничимся результатами. Изогонъ назы- 
вается нритуплевнымъ додекаэдроыъ, а соответственный изоэдръ 
пнранвдальныиъ икосаэдромъ. Грани посхЁдвяго — равнобедрен- 
ные трехугольники; у него 12 вершинъ декагоноэдровъ в 20 
вершинъ тригоноэдровъ; особому притуплённому додекаэдру со- 
отв'Ётствуетъ особый пирамидальный икосаэдръ съ правиль- 
аьши говоэдрамв. Но крои*! правильной Формы имеется ц^пь 
предй1ьныхъ индивидуальностей, параллельно которой идетъ се- 
р1я разныхъ пирамидальны хъ икосаэдровъ. Соотношен1е вежду 
Формами представлено на фиг. 39. 

Шестой сдуиай. 
Притуплённый октлэдръ и пирамидальный кубъ. 
:>гогь случай отличается отъ предъидущихъ тЬмъ, что такъ 
какъ вс^ грани изогона четнаго наиненован1я, то существуютъ 
дв^ а'1пв пред'Ьльныхъ индивидуальностей, хотя и ы-Ьть сер1й вв- 
довъ изогоновъ. Наиболее правильная Форма есть особый при- 
туплённый октаэдръ, которому соотв^^тствуеть пирамидальный 
кубъ съ правильными гоноэдрами, т. е. особый. Въ посл^Ьд- 
немъ 6 тетрагоноэдровъ и 8 гексаговоэдровъ, а грани — равно- 
бедренные трехугольники. Щни нритупленныхъ октаэдровъ,т. е. 
тЬмъ изогонамъ, въ которыхъ правильные шестиугольники заме- 
нены дитригональпыии равноугольниками соответствуетъ сер1я 
няраиидальныхъ кубовъ. Но кроме изменев1я праввльныхъ ше- 
ствугольниковъ можно изменить и Форму четырехугольниковъ, 
заменяя квадраты — прямоугольниками. Въ этоиъ случае при- 
тушенный октаэдръ заменяется притупленнъшъ дитетраэдромь, 



^шзоромя {Т. е. прелонлен- 
Соогношеше между зттв 
40в. 



I ГЕБСАБВС-Ь-ОКТАЭДРЪ. 

яъ предъадущену ; однако, 
^Аоъ нндшввдуаллостей, но 
дается. Изогонъ называет- 
цдроагъ (подразуагЬвая подъ 
о&тяэдръ шн оратупленныи 
итэдръ, какъ Форма ортме- 
1Гтр4т«мся; веЬ этя изогоны 
шй вредставнтедь котораго 
аръ), а соотв^тствевныя изо- 
пре^онленнын 11иранида1ьный 
>т%е распространенное назва- 
шнвкъ — вазваахе, не оправ- 
ажга^яни, (10 основанное на 
жвиьной систеиы). ПосхЁдшй 
ь, 8 верпганъ гексагоноэдровъ 
;сл веЬ гоноэдры правильные, 
соотвЬтствовать особому при- 
.шеи1е этвгь Формъ представ- 



ЭДРЪ Й ГЕКСАКИСЪ-ИКОСАЭДРЪ. 

ыобенъ предъвдущему в даже 
одно в тоже значеше и проис- 
;■ додекаэдроикосаэдру соотв*т- 
аэдръ. ПосЛдвШ ивгЬетъ 20 
юршянъ декагоноэдровъ и 30 
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квиыааш гошмдрчвь. л чрел А. В а С чвао м«даго иаъ ннхь 
ч1;п.т!и?аво, чм ■01гчихч чти каиое взъ провэведевй АК, ВЬ ц 
!ыралаегл о-лев ш<;л) ,:ц«гзЬтстаеяян1ъ идоскмъ умовъ,'а такъ 
■ !■■ 11и:.;(1 I ;• --ч ч1г-дд :р1шей. го ю^т^аехъ 

^^к:=В1 = см=/ (31) 

'■'а- ..*% 1 , -•-^ :» ту Ь»р>Г-17 кн можеиъ представить въ 



'• = Т-^^ (31в) 

! и, -■< .. .- -'-Г'. 1'-'-^.ие-.-кпг «игововь иолучяиь: 

^=7-^- (32) 

... чч ..у;^.1 ..и й1лл1-аа-'Т1ь гран>, д а — чвио гаыть гранеВ. 
' ■. . ■, >■•• 41 ^,; ' I I ^Щ(;сгв*егь соотвошев1е н^^ -|-2, иы 
,...,ч.» ' .. лч -олкл.! мгтрь араоинь къ воврос}- о шсихъ. 
14. ч . ■.'■'-■ ч ."ч .* .•11!.'.д*л1гь 1:1Г'ц,е|.-твован1е трвговжпваго пзо- 

к ..^чич-к .111 "Ъ .1, «|1:4»хь звршмъ. хы Л01ХВЫ замтьс! таЕваъ 
ч.. '», ч.'ич".>о Ч1.>лн1> оыло бы рил'Ьдить ва 3 такЕгь пиа А, В 

и.'>'м ч>чч.к амк (гашииась н, а каждое взъ веп бшо д^ште- 
■1.И.Ч* ' .1о1К1> 1и>и,1чигь чЛдее р*ш?мв; АК^/ кижяобвть ка- 
...■I I.. имтю чиелл какъ это вядар нзъ 31 (а). Задпдвкся 
■.I Л' »■ Л аА' »-а: ясно, тто получнмъ общее р4тев1е, если 
...чк / I/''. нуюму что л^^-^-2 = *-^-+■2~2Е-^-^^ а 
41. II Л' и ■-' 11шамм числа аЕ. Очевпдво, что р*шеа1е огаосптся 
|.<г1.к11.1|1^чк шишрахнданъ. Теперь посмотрнхъ на частвые иучав. 
ич.д 1Л 114; влгучавт м=14 = 3-ьЗ-1-й = б-»-4ч-4 = 
I и I .>. 0'1ин11.\Н1Ч первое р'Ьшев1е отвосвтся еъ ввражвдадьноху 
ми, ницню кь ннразшдадьвону кубу плн гексакисъ-тетраздру, а 
1 ц|нм'Ч>*и1И0Г1> случай общпго р^шев!», а иневно относитсл къ 
',||.'11411.1|||11 Оиццр&ннд^. 

I. 1'|>ч<кк, 1»мн грохугольвокп равнобедреввые, ми вкЪеиъ только 
к «ои^'И)»»!).; нуоть между внхв существуетъ Л говоэдровъ на- 
копи А и Л' 1Ч1ни:>Д1>овъ нпв11вноиаН1я Ь съ пдосквин углакв прв 
||||>| ци'ууммшикоиъ. Ягно, что ВЬ = 2АК^2/. Подставляя 
|1Чк п ,Ч1 1<<\ иолучпм!.: 

„=/^-*-> (316) 

,11111. т |К. логк» тиучаенъ общее р'Ъшен1е п^Е-*-2, тавь 
I ^.' II к) 1>« II. 1Ь.1111'1Мй /' - ' 2Е. Это общее р(п1ев1е относятся къ 
и*. |>т111|>пч1Мйи). (но щгииалкнымъ). 
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Что касается скаленовдровъ, то, означш 
ровъ съ двумя парами плоскпхъ утмовъ чрезъ 
(п — 2), откуда В = п — 2, т. е. на долю д 
проходится только дв4 вершЕгви. 

§ 80. II. Тетрагоноэдрнческ!е изогоны и т« 
Общая Формула для такихъ иаогоновг 



Легко определять, что зд-бсь возможнь 
И) г = к = 1 = т = 3. Въэтомъслу 

111, ^ 

Т ■*" Т "^ 3" = * • ™ "*^но, что для каж 
п = 2г. Такимъ образоиъ этотъ случай 
р-Ьшетю. 

12) г:=к = 3; 1 = т= 4. Въ этомъ 

13) I = 4 = 3 ;7 = »и = 5. Въ этоиъ 
-14) *= 3; к=1=т = 4. Въ этомъ 
1 5) г = 3 ; Л; = г = 4 ; м = 5. Въ это 
Случай, когда г, к, I ъ ш = 4 невозк 

чясл^ вершинъ. 

Два встр'Ьчаю[Ц1еся зд-Ьсь случая, а и 
г=4и«=6иЬ) 1 = 4=3; г=4и» 
в*стны, хотя аодъ другииъ видомъ, а им 
аредъидушей групп*. 

Итакъ, всевозможные тетрагояоэдряче 
руются въ одномъ общеиъ н трехъ частны 

Разсмотрямъ случаи въ подробности. 

Одиннадцатый случай 

ПрИЗИОИДЪ ') и ТРАПЕЦОЭД 

Этотъ случай зам'Ьчателенъ гбиъ, что 
решете. Такъ какъ число вершинъ въ этом 



') А|1воз1 (см. СгеПв 3. В. 45 в. 239 е.) опред* 
т*ло, огравичевиое двумя □вра4де1ьвыни плоскостям 



I только два правильные 1-угольннка. 

праввльвые трехугольники. Мы ва- 
>бы1гь оризноидоиъ. Тякъ какъ въ 
:я три угла трехугольника, то Я(Яо, 
хенъ провзводвть саную развообраз- 
иневно трехугольвики ноженъ брать 
получаенъ дв1 серш призмоидовь; 
1Ы придадпть оровзвольную величину 
1руг1е араравняенъ другъ къ другу; 

вс^ три угла различны. Первую се- 
1ряныни вризноидаии, а вторую ко- 
пани. Особому призновд}- соотрЬт- 
ельтоэдръ, а вообще оряноиу — про> 
ра грани дельтоиды (т. е. четырех- 

равныхъ снежныхъ сторонъ), а го- 
нслонъ 2, правильные, а всЬ друпе 
]е. Въ чясл^ членовъ серл дельто- 
I такой, у котораго дельтовдъ обра- 
1ЬТ0эдры называются ронбоэдранн '). 
Ьтствуютъ трапецоэдры , грани кото- 
мтгольнвки (траоецы), два гоноэдра 
юхграиные и неправильные. Соотво- 
I представлено на фиг. 46, а фиг. 45 

пред4льныхъ и наиболее нравиль- 
[Ч)иа — нравильнаго октаэдра, кото- 
!0бый трвгоиальиый призммдъ и изо- 
дставляетъ ничто иное, какъ особый 



I, шмымсжыв вшп врвзхождджн, какъ ию- 
1ы1 мтча! »всъ пркшитокдок-ь. Ворочегъ, 
иагаетъ к хртпа, ш^1^ т-добвыж, вамапя, 
гь ТФорса;. отаосащроеа къ щхъ объежажъ, 
л съ геор«ж>|. Фтаос)па«ася къ мооихлгь 
В. 18. Я 2Т5) ■ пр. 
колкоткъ то1Ы(о охпгь. трагсяааьвый. ров- 
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Двплшдцапшй случай, 

КуБООКТАЭДРЪ и Р0МБИЧЕСК1Й ДОДЕКАЭДРЪ. 

Особый изогонъ, 0ТН0СЯ1Ц1ЙСЯ къ этому случаю, называется 
кубооктаэдромъ. Чтобы доказать, что шесть квадратныхъ гра- 
ней параллельны граняиъ куба, а 8 трехугольныхъ граней па- 
раллельны гранямъ октаэдра, стоить только вообразить триго- 
ноэдры дополнительные тЬмъ, которые получатся отъ продолже- 
шя однородныхъ граней; въ саиоиъ д&л'Ь ясно, что наприм']&ръ 
веб гоноэдры, дополнительные тЬмъ, которые получатся отъ пе- 
рес^чен1Я квадратныхъ граней, будутъ правильные и равные, а 
такъ какъ число ихъ 8 (по числу трехугольныхъ граней, противъ 
которыхъ должны лежать вершины тригоноэдровъ, образовав- 
шихся отъ перес&чешя квадратныхъ граней), то значить вели- 

ЗДна каждаго изъ нихъ есть -^ = у = I); сл']^довательно, про- 
долженный квадратный грани образуютъ кубъ; подобнымъ же 
образомъ докажемъ, что трехугольньш грани параллельны гра- 
нямъ октаэдра. Въ этомъ легко уб'Ёдиться также, если мы сое- 
динимъ центръ шара съ вершинами ку бооктаэдра ; мы получаеиъ 
6 правильныхъ тетрагоноэдровъ и 8 правильныхъ тригоноэдровъ 
и, значить, въ вершин^^ сходятся углы правильнаго дисФеноида, 
т. е. октаэдра и правильнаго СФСноида, т. е. тетраэдра, а эта 
система дополнительныхъ угловъ и характеризуетъ именно ром- 
бичесюй додекаэдръ. На основан1и этого мы заключаемъ, что 
ребра кубооктаэдра равны рад1усу описаннаго шара, т. е. кубо- 
октаэдръ играетъ роль правильнаго шестиугольника въ геометрш 
на плоскости, также какъ ребро куба равно дгаметру вписаннаго 
шара подобно тому, какъ сторона квадрата равна д1аметру впи- 
саннаго круга. Ромбическ1й додекаэдръ намъ уже изв'Ёстенъ и 
потому мы зд'Ьсь не останавливаемся на его описан1И. Крои1^ 
того, къ этому случаю относится ц'Ьпь пред'&льныхъ индивиду- 
альностей, получающихся отъ изм'Ёнешя квадратовъ въ прямо- 
угольники. Щпь эта получаетъ особое назваше, а именно изого- 
ны называютъ кубодитетра^драмиу а соотв'Ётствующхе изоэдры 

XXI. 7 
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1л^!ра^кIН (тр1ак1съ-тетраэдранв). Хотя въ вер- 
въ этого (уучан ■ сходятся два угла четырех- 
му вя основавш обсцаго правиа можно было бы 
п)0СТ1 р«>гулровав1я угловъ. но однако этоть 
дяогь 1скд№чол1е: мы вид'Ьл, въ санонъ д'Ь!!, 
ля к1ии}>ат«Еая гран! образуютъ правЕдьные трв- 
1к>|1Ш1ны когорыхъ должны лежать на пряныхъ, 
1^11> тантра иерпендвкуларео 1п> трехугодьнымъ 
л слКд^огь. 41x1 р«ч'>р| 9пгъ гоноэдровъ должны 
к«ч-л1. п)чиччащо1 чрезъ верпшвы тректгольнов 
к1.но1 1»ор:;он1актля1«<«, «ехду тЬш. ясно. 719 
IЛIV^^ 1\> р(Ч'^[Ч» |:ыйД1-Г\ взт. ?той алосБостш. Со- 
;\ ^\л,VV0■^р^.ч■!Ы)I1 ««гурип зредспклево на 



чл I 17'Г" ■■-■':■! ^-'..чл г^■..-^^::^ г-» т ыз^ ала 

> :..' V . 1. 1 И: ■ ,1., - ч »> :р •■ (етшшгч- --:- 
1 ~ ;|- ■ -11! „ ■• :• ч .г^ ■ ■:.( — ■ !.5;1й~1).:7* 

.^- -^.-^ ■ ■ :л- .: ^ :,. ., •>-... ■ г- ■-а.г^м хя !■- 
. -..- . • .:.. -.! ,— -1 ;■: •~.:1- чгъ 1»»х* 

: : • -.,■ : . ■ ;: ■ ■-..!. •«;911:3: 

, > ■ ., - .! ' , • Г"- ■■ " •■ 1:;.ТНЬ^П 
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Четырнадцатый случай. 

ТеТРЛГОНОЭДРИЧЕСКШ притуплённый КУБООКТАЭДРЪ и ТР1АКИСЪ- 

ОКТАЭДРЪ. 

Подобно предъидущему случаю происходить образоваше изо- 
гона и въ этомъ случа']^. Особый тетрагоноэдрическ1й притунлен- 
ный кубооктаэдръ есть предельная Форма притупленнаго кубоок- 
таэдра; онъ образуется, когда притупляющ1я грани (ромбиче- 
скаго додекаэдра) сходятся при одной вершин* и образуютъ 
тетрагоноэдры. Этой ФормЬ соотв4тствуе'гь изоэдръ особый 
тргакисъ-октаэдръ (съ правильными гоноэдрами), происходящ1Й 
изъ гексакисъ-октаэдра чрезъ слит1е смежныхъ (им'ёющихъ об- 
щую сторону) трехугольнь1Хъ граней; такъ какъ трехугольники, 
изъ которыхъ онъ образовался, были неправильные, то и его 
грани не могутъ быть ромбами, а суть дельтоиды, почему этогь 
многогранникъ называютъ также дельтоэдромъ ; мы не можемъ 
принять этого назвав1я, такъ какъ подъ посл']^днимъ именемъ мы 
подразум'Ёваемъ рядъ совершенно иныхъ Формъ (для него суще- 
ствуетъ еще техническое назван1е — лейдитоэдръ, наибол'Ье рас- 
пространенное въ кристаллографе и заимствованное, хотя и не- 
правильно, отъ минерала лейцита). Многогранникъ этотъ им'1^етъ 
26 вершинъ; 8 принадлежать тригоноэдрамъ, а остальныя те- 
трагоноэдрамъ. Изогонъ, относящ1йся къ этому случаю, пред- 
ставляетъ не только Ц']&пь предЬльныхъ индивидуальностей, но 
еще и сер1ю видовъ съ регулированными углами. Регулировка 
эта весьма понятна, если сообразимъ , что при каждой вершин')^ 
сходятся три угла четырехугольника. Изогоны, относящхеся къ 
этой сер1И въ отлич1е отъ разсмотр'Ьнной предЬдьной ц^пи могутъ 
быуь названы косыми; изоэдры же, имъ соотв'Ьтствующхе, им^ють 
уже особое найменованхе преломленныхъ пеитагональныхъ доде- 
каэдровъ^ назван1е, которое станетъ намъ понятнымъ, еслп мы 
представимъ себЬ, что вершины двухъ гопоэдровъ изогона, при- 
11адлежащ1Я копцамъ короткихъ сторонъ прямоугольниковъ, сли- 
ваются между собою, а соотв'Ьтствен1Ю этому сливаются и пары 



^гда ВС* гравк взогона будутъ тре1уга1ьн1ка- 
□ятягранныин; у изоэдра же вс* 17аш1 бу- 
н, а гоаоэдры трехгранные. Ясно, что гран! 
тагоналнаго додекаэдра уже не будуть дель- 
[ьныии четырехугодь&икаии, ви'Ьющвии только 
'оронъ (реберъ триговоэдровъ). Соотношеше 
1ЫНИ Фориаин представлено на фвг. 50 в 51. 

Пятнадцатый случай. 

Я ПРИТУОДЕВВЫЙ ДОДЕКАЭДРО-ИКОСДЭДЕ^ В ТПЛ- 
КИСЪ-ЯКОСЛЭДРЪ. 

совершенно аналогиченъ предъадущеиу, такъ 
вообразить додекаэдро-икосаэдръ вместо кубо- 
онять образование изогона но лредъндущеиу 
изогонъ этотъ не даегь сер1и , т. е. углы его, 
ь в входять два угла квадрата, не ретулл- 
причине, что и въ вубооктаэдр{1. Икается 
индивидуальностей, вс:гЬдств1е язн*аен1я квад- 
ольники. Изоэдръ, ему соотв^тствуюпцй, ес1ь 
>, образующ1Йся изъ гексакисъ-икосаздра, со- 
тому, какъ тр1акнсъ-октаэдръ образуется изъ 
.; вм-Ёется сер1Н типвческвхъ представителеб. 
шины: 12 принадлежать пентагоноэдраиъ, 
рамъ и 20 — тригоноэдраиъ. Грани его — 
'Шен1е между Фигурами этого случая изобра- 



олько-что разобранвые нзоэдры, мы ваднмъ, что 
лежать нлп мговальвые гоноэдрн, въ которип 
оыые плоск1е упы гранеВ, нлн раввые тетрагоно- 
ходятся хвЪ пари раввыхъ угловъ и только трапе- 
1 11сиючеа!е, такъ кавъ при нхъ вершнвахъ схо- 
юскяхъ угла. На освовав1в зтого, ны мохемъ ва- 
ежду члслонъ говоодровъ, нхъ навхевонан1внъ н 
чая чрезъ I, К, Ь и М ваш1еновав1е говоадровъ, 
[|ъ число, волучвкк для угловъ, образованннхъ по 



р 
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первому закону ^/=/; если же грань ин'Ьетъ пару равннхъ уг- 
ловъ, то, очевидно, ВК=2/. При второмъ закон^Ь образован1Я то- 

ноэдровъ подучвмъ С=у и вавонецъ при третьемъ но1учимъ 2)=/. 

Такшъ образокъ, зная законъ образовашя гоноэдровъ въ дан- 
ноиъ тетраговальномъ изоэдр^ н зная число граней, мы по этимъ фор- 
хуламъ легко опред-блинъ число гоноэдровъ ка^аго рода. Параллельно 
съ этниъ в даже но этимъ же формуламъ мы опред^ллемъ число одно- 
нменвыхъ граней и ихъ наименоваи1е въ тетрагоноэдрическихъ изо- 
гонахъ. 



§ 30. III. Пентагоноздричесше изогоны и пентагональные изоэдры. 
Общая Формула для такихъ изогоновъ 



1_ ± ± }^ ^ _з 

« ^ к I т 2 



Легко определить, что зд'Ьсь возможны только три случая: 

1) г = / = й = ? = т = 3 ; въ этомъ случа* п = 1 2, 

2) г = У = й; = ^ = Зит = 4;въ этомъ случа* п = 24, 

3) г =:] = к = 1=Ъ ит=5; въ этомъ случа* п = 60. 
На вс1; эти три случая можно «мотр'Ьть какъ на одинъ, въ 

которомъ «=7* = А = ?= 3 и т = ж. Такъ какъ это общее 
р^шеше совершенно аналогично общимъ решен1ямъ, дававшимъ 
призмоиды^ то для выражен1я этой аналопи мы назовемъ изо- 
гоны, сюда относящ1еся, пршмоэдрами^ не забывая однако, что 
существуетъ только три призмоэдра : тригональный, тетрагональ- 
ный и пентагональный. Особымъ призмоэдрамъ соотв'Ётствуютъ 
особые изоэдры, которыхъ мы назовемъ пентагонъ-изоэдрамщ 
такъ какъ ихъ грани пятиугольный; такимъ образомъ суще- 
ствуетъ три особыхъ пентагонъ-изоэдра. Легко вид']^ть, что осо- 
бый тригональный призмоэдръ есть правильный икосаэдръ, а 
соответственный особый пентагонъ - изоэдръ есть правильный 
додекаэдръ; особому тетрагональному призмоэдру соответствуеть 
особый тетрагональный пентагонъ-изоэдръ и особому пентаго- 
нальному призиоэдру соотв^тствуотъ особый пентагональный 
пентагонъ-изоэдръ. Хотя въ этомъ случа']^ ц'Ьпи пред'Ёльныхъ 
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индивидуальностей изогона не имеется, но зато, в(^дств1е того, 
что при вершинахъ изогона сходятся 4 угла плоскихъ трех- 
угольниковъу легко получить сергю видовъ призиоэдровъ посред- 
ствомъ регулировки трехъ изъ угловъ, оставляя величину чет- 
вертаго угла неизм'Ьнньшъ. Въ общемъ случа'Ь изогоны этнхъ 
сер1Й будутъ содержать въ себ^ неправильные трехугольники и 
мы будемъ называть ихъ косыми ; ииъ соотв']^тственные изоэдры 
будутъ косые пентагонъ-изоэдры ; грани посл1&днихъ неправиль- 
ные пятиугольники, ии'бющхе, какъ легко вид'&ть, дв'Ь пары 
смежныхъ равныхъ сторонъ. Тригональный и тетрагональный 
лентагонъ-изоэдры получили особый назван1я, а именно: тетар- 
тоэдръ и гироэдръ ; пентагональный же пентагонъ-изоэдръ особаго 
общепринятаго названхя еще не получилъ. У тригональнаго пен- 
тагонъ-изоэдра* вей углы тригоноэдры : изъ нихъ 8 правильныхъ 
и 12 неправильныхъ. У тетрагональнаго пентагонъ-изоэдра 6 
правильныхъ тетрагоноэдровъ, 8 правильныхъ тригоноэдровъ , а 
остальные 24 тригоноэдра неправильные; наконецъ у пентаго- 
нальнаго пентагонъ-изоэдра 12 правильныхъ пентагоноэдровъ^ 
20 правильныхъ тригоноэдровъ, а остальные 60 тригоноэдровъ 
неправильные. Заключетя эти легко вывести, исходя изъ числа 
и нанменован1Я граней соотв'Ьтственныхъ изогоновъ. Наконецъ, 
кром'Ь косыхъ тригональныхъ призмоэдровъ существуютъ епо^е 
равнобедренные ^ когда вместо неправильныхъ трехугольниковъ 
мы возьмемъ равнобедренные. Этимъ призмоэдрамъ соотв'бт- 
ствуютъ равнобедренные пентагонъ изоэдры, характеризующ1есл 
гЁмъ, что углы, принадлежащ1е къ особымъ (т. е. единичнымъ, 
не им'Ёющимъ себ'Ь равныхъ) сторонамъ, равны между собою. У 
равнобедреннаго тригональнаго пентагонъ-изоэдра вс1; четыре 
стороны (вм'бсто двухъ паръ равныхъ) будутъ равны между со- 
бою, а потому его грань будетъ симметрическш по отношен1Ю къ 
одной изъ прямыхъ(а именно перпендикуляру, возставленному изъ 
середины особенной стороны) пятиугольникъ ; этотъ изоэдръ но- 
сить особое назван1е пентагональнаго додекаэдра. Соотношен1е 
между Формами представлено на фиг. 53 — 57, а именно фиг. 53 
изображаетъ вписанный въ шар*]^ икосаэдръ и описанный додека- 
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эдръ; ФИГ. 54 изображаетъ равнобедренвые триговадьные приз- 
ноэдръ и пентагоаъ-изоэдръ, т. е. пентагоаальный додекаэдръ; 
Фнг. 55 представлаетъ косые тригона1ьные призмоэдръ и пеята- 
гонъ-изоэдръ, т. е. тетартоэдръ; фиг. 56 взображаеть тетраго- 
нальные призиоздръ в иеитагоыъ-изоэдръ, т. с. гироэдръ, и на- 
конецъ ФИГ. 57 изображаетъ пептагональные призиоэдръ и пен- 
тагонъ-изоэдръ. 

Роэснатрпвал то1ыео что разобранвые нзоэлры, ны ваднн'ь, что всЪ 
ихъ ювоадры образовани по двумъ законамъ, а виевво, нзъ пяти ел- 
квхъ-впбудь угдовъ (X, ^, у, 8 н е грави, два напрви^ръ я в ^ всегда 
образують двговальвые гоноэ,1ры (точв^е, праввдьвые говоздрн), а всЪ 
остыьане обраэуютъ трвгоноэдры таквиъ образонъ, что у одвой гравв 
сходятся съ !! в Ё другвхъ, т. е. веправндьные гоноэдры. Ддя гововдровъ, 
образоваввыхъ по первому авЕону, ны пи'Ьяиъ обп|ую фориуду АК=/, 
я ялв говоэдровъ, образовавнихъ по второму закову, вкЬежъ обв^ю 
формулу В^/, подобно тону, какъ в у трапецоэдровъ. На основанш 
этого, не прибегая вн къ фориуданъ сд1|дотв1я а тоореиы 19, ни къ 
форнуланъ сд1дств1я а теоремы 18, легко овредЪлпнъ число вершннъ, 
а следовательно п число гранеЛ пзогоновъ. Такъ, ны зваенъ, что пен* 
тагональннй певтаговъ-иэоэдръ пи^етъ 60 гравеБ и что правильные го- 
ноадры его трех- я пятнгранвне; поэтону 

АК = А.З = ЬО в ВЬ = В.5 = 60, 

откуда А ^20 пВ=;12, что же касается С, то оно долхво быть 
равно 60; сл1|ДОвательво 

п = ^-1-В-+-С=20-1-12ч-60 = 92, 

а потому п у певтагоаальваго првамоздра 92 грани: 12 праввльвыхъ 
пятнутольнвЕОвъ, 20 правильныхъ трехугольниковъ и 60 неправильнвхъ 
трехугольвввовъ. 



ГДАВА 6. 

Нетипическ1е изоэдры. 

Ё 3]> РазсмотрЪввыии выше случаямп всчерпываются всевозмож- 
вые взогонн, а также всевозможные тппичесЕ1е изоэдры. Однако, этимъ 
еще не исчерпываются всевозноавые нзоздры, и д'Ыкстввтельво легко 
видеть, что ест мы иэъ центра, впасавпаго въ шар1 особаго ваогоиа, 
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&вую-ниб<гхь гравь а, взявъ на ненъ 
96 съ вершнваки тоК не транн, то по- 
ьгравеб — равно бе дренннхъ трехугол- 
хъ граней пряиоВ пнраннда, насахеи- 
равн другаго нанневовапя ми наеа- 

Боторвхъ гранв бы1в бы тЪнн же ея- 
жучяяъ вообще изоэдръ съ тре^^годь- 

чрезъ середины рвберъ изогона, т. е. 
пиранидъ вровести пдоскости къ нвмъ 
1хъ пюскостяхъ провести нрякыя, д1- 
[вмн двухъ сосЬдвяхъ пиранидъ я взять 

точки, которая мы соедиввмъ съ вер- 
вцамв соотв'Ьтствеииаго ребра; посту- 
1С^нп другвки ребрами, ыи помучтп 

будутъ неправнльнне трехугольвиин. 
«кевъ. 

ню тетраэдра по иервону завову мы 
аръ, многограппПБъ ухе вамъ иэв1ст- 
всъ-тетраэдръ тоже изв^твнй. Шво- 
1тъ изъ треху голь в пковъ, то мы нохеиъ 
ему второй заБовъ, т. е. вровестя пзъ 
:ъ двухъ противопоюжныхъ рвберъ и 
;11 ва раввоиъ разстоян1н отъ центра и 
раипнй сиадеиоэдръ, тоже извЪстиыВ и 
ндио, что мы получимъ ту хе фигуру, 
ь сфеиоэдръ съ грдвякп равиобедрви- 
1мъ къ иену итороБ законъ. 
првэиъ мы мохехъ образовать новые 
д^ть, чисю полученныхъ мвогограиив- 
нъ дФл'1, нрв вершннвхъ такихъ прпзмъ 

, сумма ПЛОСБНХЪ УГЛОВЪ КОТОрЫХЪ Д01- 

I эти упы раввы между собою, то зва- 
>ыть <С |(2, т. е. упа вравпльнаго трех- 
собою то, что углы при вершнвахь 
ыть^ |с1,' зтоже ус10В1е выполняется 
:еввыя пврамиды нмФютъ при верши в1 
приходимъ лишь къ 3 новымъ сер!я11Ъ 
НПО трихональной, тетра10н<1льиой я 
п призмалп. Прилагал же къ нвхь 
I новыя сер1И иетипическЕХЪ язоадровъ, 
аюналъному и пентагональному пр«з- 

что пзоэдры по вышеувававввмъ зако- 
; иевозмохно. 
1ъ невозкохвость. 
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&-глй см/чай. Ооать тоже. 

6-1»! е^^чай. Опять тоже. 

7-ой см/чай. Опять тоже. 

8-ой слуиай. Опять тоже. 

9-ый случай, По1учаенъ пврамвдиьный додекаадръ, 
внК я загЬнъ гексакнсъ-ввосаэдръ, тоже изв^стннВ. 

10-глй случай. Лохучает вевозкожность. 

11-ый ем/чай. Легко видеть, что оавачвнвые законы м 
жить тояько къ первоиу чюну. Въ санокъ х'ЬА, при верш 
новдовъ В017чевннхъ такннъ образош изоэдровъ до1жне 
овтагоиовдрн съ равннмп влосквмн упвнн, С21|доватехьво к 

должевъ быть 'С ~7 1 ^ потому углы ври вершвнахъ насал 
ранвдъ Д01ЖНЫ 6ать|>(1, а сх^доватедьво свии пнранодн в( 
вн четнрбхгранвня, ни т^ъ бод'1в — высшаго наиневовави 
Ч1енъ, Еакъ мы знаеиъ, есть ввчто ввое какъ лраввльиый 
взъ него по вншвуказаниымъ завовамъ волучаекъ п^раивд) 
эдръ и тексависъ-октаэдръ, формы уве ввв'Ьствыя. Иаъ п[ 
11оидовъ,.г. е. ткхъ, у Еоторнхъ боковьгя гравв равнобедр 
угохьввкн, а основанш — вравнльвые мвогоугодьвихв, мы уже 
1учвть в е определенное чнсдо иовнхъ нетнппческихъ нзоэдр' 
четвфныхь или тетрапиралшдь, т. е. общее р%шен1в д 
СЕВхъ нзовдровъ. И такъ, тетрапврамида есть изоэдръ, под 
пранаго призмовда васажпвав1е11Ъ на вего двухъ одноимен 
прамахъ ввраиидъ, грави воторыхъ быхи бы равны боков! 
призмовда. Прилагая въ нвмъ второй заковъ, получниъ д 
рЪвбВ1е бгккаденоэдровъ. 

13-ый случай. Получаенъ вевозмохность, 

13-ый случай. Спать тоже, 

14-ый случай. Оолть тоже. 

15-й случай. Опять тоже. 

16-ый случай. Легко вяд*ть, что въ этоыъ случа* об 
ножень приложить только къ вервому члену нлн нрввнль 
вальвому прнзиоэдру, т. е. вравнльноиу икосаэдру и волу 
взвЪствые уже нанъ изоэдрн — ппранидальвыВ пкосаэдр'ь 
пвос&эдръ. 

Но кроме нравильннхг пзогововъ существуютъ еще 
правильными гранами, помимо правильных-ь нвотограннвко 
трвгональная и певтагональная бявврамвды (особая же те^ 
бввирамида есть нравильпнВ октаэдръ, т. е. также и прав 
гонъ). Прилагая къ этимъ двумъ фигурамъ оба закона, м 
новые четыре ветипическ1е нэоздрн — тетрагональшие в т 
ные пирамидальные бипирамиды н пирамидь-скаденоэдры. 

Еще нзоэдры съ ромбическими гранями способны об 
этому закову новые нзоэдры; при этомъ нэъ ронбоэдра об] 



Г^ж- -х.^-.. -- ппн^гт:; за шшпе, что тетрагоналныл 

п ,:ж'--2:^1ьз.^?1р* шпто иное какъ тюшче- 

-^:1дк^.^-д=з^дру жн иолучаемъ всего два 

-'Ж^ I :^ мличеекяхъ шоэдровъ. Въ 

1. ч.л- --^г- . ^'^аг-*г21е гл.,.хра жогуть стать тшнгаескнмв и 

• .чж.т-ч^ч- ж »^..1гм^м :^'*льле. алжрюгЬръ пентагоналная 

г :»аи-,-:кя^1* > ч^адчи :г 1^ й.11».!:^!!- *?еггга1ьнвка]|и есть ни что 

-^ ^ч. ..г г-ч.-.^>«с а^г>^ -ь. 1'3 жоторнмъ изъ данннхъ нзо- 

.:чо> >1^ 1^^кг«» ' А..ч»;^ г .-V ЕЕь мехяо разделить на дв* м- 

г. .>»1 ;к...-** .т .-ч., ^-^ I ^ ^ц:г^к нэроэдрш*). По законаш 

и»»^а11-.» ч .л .-% —.I-.- •^^^•».л-^ :л •^^'|^^ ■''>*"о образовать тетраго- 

и^.^^-ч! с ллкйл*'^ м»»1Л1- ч,,;! ^"^ ^-""гь разнообразвнхъ изо- 

ч4лч»ичо*- и*^.- 41 ;л >а . ъ «^»-2» Г?<*»м изоэдра равнобедрен- 

• 'ч^ ^чл>'^*-«*-' »^^«» *• '-а» ^»^. •.V' ч 1а<:/Ч:1Тк тетрагонадьввй нухво 

|ч4чА*»^ !*^»«« '^^•-•>* .4-*^. -л^п. кчи* |'^.;71& ?7*^в*^*? Д'я которнхъ данное 

•ч» IV чч.^ » .л^ч ч:4V^>.»*I•^, |«? .с^1ч.г»а Т5 Аднт гравь; Ь) когда грани 

кчч ;1»а ♦<и1»а*>|1оо...ж<« ;Ч V^'^Vи^^^^глЛ, *1> ТТХНО ВращаТЬ грани ОКОЮ 

:ц».1ч «а.^л ^кл^^^ V ч«» &оо'^1.{н:«л?> «-«итмкннъ нзоэдрамъ поду- 
^^.^ч^^*к 4ч* «к 1.»^чкчл.ч»)ир.1э*.у*» ^а«А^-л|»А I 4; м^ 7ол$нческ1й додекаэдръ 

^ *^*^|'** Р^нбнческ1Й трга&онтаэдръ. 

П|».»ч»'*'ичих' мч'к» ч1^ч-'аа хк к ^наич^^?«^^^^ нзоэдрамъ оказввается 
м.щ »4\ ичч^чч^к^ы'^»* **.'н лднкг' ч^ы^ччи^ч х-ь тже нзв^стнаиъ типнче- 

1Ь».1Ч»1а/4Л *|4.ч>ч4ч I» чк ^оx^^^^^чмч гиццчеокпгь нзоэдранъ, полу- 

и,1к и^чч«ч«ик »о.4Ч4»^ч4 и^'ь^^ыл^ч^^е^и.^дрь(тр^акисъ-тетраэдръ) 
1ч*и\*.4ч»»оч '1^4 л • дч4 »*^*^1л>1ек ;1К1К?йи*др'Ь 






^чц им«чч»\^чЧ4Ч \^' я»ич* ^]**^« 

И».ич^иои»ч> ичм.» млч>.4л 1ьк чо' •!и1!ч^.ч'«лчл взоздранъ оказывается 

1|кчи»ы >» ►)чч^V!»«^• иы[ч^1к1й^чсл •«•^ »^*"*з41льаонъ Пропуск* граней. 
;))М »йку»мм и|»^>/ь\о ^^^V^V 1к>к»^*^ч^^Ь1»1.>1\^л сччч^разно тому, какая часть 
ц.|м»»»1 \ч4«пмл»^« «к иот^>*к ^IА^»V)»^ Очли чЧ'глегсл | граней, то законы 

») »М^»м. «4»|*уим1« ^А^^*^ >((^*Ч^^м^««ь»ъ^ гг>ч'» смыгл-Ьу какой ему придан-ь 
|Ьк*«'* 1^* *<** ^'*'> |кО 1^нЬ 4^4, ^к 414»^ какъ это и будетъ разъяснено 



Классифинац1я нжн 

2. Опред'Ьлимъ, какииъ у< 
югогравникъ, чтобы его 1 
нны. Выразямъ съ пои' 
2дс} вс^ части въ зависим 
У1ы по1учииъ 6 груапъ, из 
етъ въ себ^ вс^ возиожиь 
вягь частные случаи. 
тртотэдрически^с^ много) 

а}п'=п; Ь) /■=!' 

ъ какъ ВСЁ ВХ0ДЯ1ЩЯ въ эти 
то ясно, что п' должно быт 
вспхъ возмооюныхъ многщ 
>шее значенЕе »', какъ мы ; 
езъ р какое-нибудь а'блое 



тетрагоноэдрическихъ мне 

а) к' = 2п; Ь) (^ ^ -+ 



. Ше 2.ы\е%йщ (?) с1еа 1со8ае*1ег 
сЬ1((е Решр(ое(1г1е (1ея ГйпГкИ|1Нк' 
:|В тр1аковтаэ1ръ, подвергнуты! 
Фигуру можно сиотрЪть какТ) и: 
•эв^стнынъ обраэокъ пяти др; 
)нсти1а|1и (г%рн&го копедава я 
Е> ромбический тр!аковта8Дръ, хо 
[ю куба и предомхванаго певтаго 
оодвергнемъ нароэдр1ю болЪе пс 
I. въ врм1ажев!и: < 
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Наименьшее зыа<|ен1е п' ^котор^а поаучниъ^ р'1^шивъ одно- 
временно уравнев1я (Ь) и /*= 2 (п — 2) й= п' -^ 4. ееть 1 2. По- 
этому 

п =22?-+- 10 Па. 

Однако, хотя выраженный этими Формудями усдов1я и не- 
обходимы , но легко видеть, что они недостаточны; такъ напри- 
шкръ многогранника, им'Ьющаго п = 14 или, что все равно, 
п = 7 не существуетъ, хотя невозможности его существовангя 
Формулы II и не указываютъ. Известный уже намъ рядъ приз- 
моидовъ занимаетъ только половину всЬхъ м'бстъ, указываемыхъ 
этими Формулами, такъ что для него сл'1&дуетъ принять Формулу 

п = 41) -♦- 8 т. 

Но этотъ рядъ, какъ сейчасъ увидимъ, не обнимаетъ еще 
всбхъ относящихся сюда членовъ. Въ самомъ д'^хЬ, легко ви- 
деть, что изъ каждаго возможнаго тригоноэдрическаго много- 
гранника мы получимъ тетрагоноэдрическ1Йу если примемъ за 
вершины как1я -нибудь точки^ лежащхя на ребрахъ перваго (ко- 
нечно кром^ самихъ вершинъ); такимъ образомъ суи^естеуютв 
есть тгь тетрагоноддрическге мноюгранники, кажущееся число 
верьтнъ которыхь равно возмооюному истинному числу реберъ. 
Отсюда опять заключаемъ, что наименьшее кажущееся число 
вершинъ такого многогранника есть 6, т. е. наименьшее истин* 
вое 12, другими словами опять приходимъ къ роду октаэдра, 
такъ какъ наименьшее возможное число реберъ (въ СФеноид'1) 
есть 6. Прим'Ьняя указанный законъкъряду простыхъ пирамидъ, 
получимъ рядъ Фигуръ, однородныхъ съ призмоидами и следова- 
тельно уже известныхъ; изъ ряда же призмъ иаи бипирамидъ 
приходимъ къ новому ряду, число вершинъ которыхъ будетъ вы- 
ражаться последовательно 3-4-3-*-3 = 9, 4н-4н-4=12, 
5-»-5н-5 = 15, и вообще п н- п -I- м = Зп, гд* п = 2 -н р. 
Такимъ обр&зомъ, для этого ряда им^емъ выражеше : 

п'= 6 (1)-*- 2) = б1) ^ 12 116', 
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;?Т11п1Ч>(Й4ъ Формулы 116. Ясно, что 
[удетъ Фигура однородная съ кубооета- 
1 этотъ рядь призмопирамадами, такъ 
ч прнзноаиранида ■ есть кубооктаэдръ. 

кихъ нногогранняковъ получяыъ: 

Ь)/'=|-«-2;с)г = ^ III. 

.ъид}'щену, получяыъ: 

»' = 6р-нЗО Шл, 

!сть 12, т. е. наименьшее п 36. 
тся, что и эта условия, хотя п яеобхо- 
1едостаточ11Ы11й^ и въ самонъ д'Ьл'Ь, до 
только 3 относящ1еся сюда пзогова — 
;о получить ц'Ь.1ын рядъ новыхъ иного- 
вершенво аналогично прязнопдаиъ, за- 
•'Ьстъ, гказываемыгь Формулою. Чтобы 
тотъ рядъ, вообразяыъ, что мы поло- 
нтальвую плоскость (совершеЕгао така» 
гтобы представить его себ* какъ членъ 
, къ его основатю (^трехугольнику) 6у- 
авен числоыъ 9 ; къ этону сюю другом 
шько эготъ иослЪдн1Н слон замыкается 
' число граней мояшо выразить поэтом}' 
20. Но вместо трехугоаьнаго освовавЫ 
х^тольное в совершенно аодобнынъ хе 
1ему слон треху гольниковъ; тогда полу- 
= :,•(»: пли — Н1Гги\тольяое <>сновае1е: 
-•- 1 .'> -•- 1 = 32 : или во*1б1це м- уголь- 
т.чъ 1 ч- Я--1-:'... -*- I =2 |;и<-н11. 
гь ЭГ"ГЬ ря1ъ 'Т'((1|'|;,«.:>|/г.1.мч; такнхъ 
а- {.кый чл-нь ;<то1о ря.1л. аимевво трн- 
Чпс.!' в [чсгнь Ч1'*11чв'ь этоГ" ря1а Су- 
•-1-.;-нЛ= и: 4-+-- ^-4=1-;; 
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5Н-10-1-5 ;= 20 и вообще н н- 2п -к- я = 4», гд* п^р~*- 
отсюда аолучаемъ п = \2 (р -*- 2) ^ 12р -*- 24 II 

Не трудно видеть, что оба приэиоэдра высшаго наииено! 
Н1Я, хотя и не относятся къ этому ряду, но удовлетворяк 
Формулу ШЬ. 

Изъ этвхъ иногогранннковъ и Формулъ уже очень легко I 
рейтв къ иногогранникаиъ съ граняии одинаковаго наниено! 
в!я, т&нъ что ножеиъ прямо перейти къ реэультатаиъ. 

Для тригонадьныхъ многогравиковъ получииъ: 

а)»=^'-нЗ; Ь)/"=|-'-н2; с) г= 3 (у->-1)= З^-ьЗ I 

причемъ и' = 4р Р 

Для тетрагональньасъ многогранниковъ получаемъ: 
а) „=|-н4=2^-ь4; Ь) /•=|-'~|-2; с) г=я'ч-4='^'-н4 

причемъ п'= 2рч-6 

для ряда трапецоэдровъ п':= 4р -*- 4 

для ряда же, отв^чающаго првзиопираииданъ, второй 
представитель котораго есть Фвгура однородная ром- 
бшескому додекаэдру и которой назовеиъ поэтому 
додекаэдроидами (значить ромбнческ1й додекаэдръ = 
тетрагональному додекаэдроиду) получимъ 

п'=6р-+-8 

Для пентагональныхо многогранниковъ получаемъ: 

а)» = ^'н-5;Ь)/-=-=:-н2; с)г = %ч-!, 

причемъ »'= 4р-*-16 '' 

Д.1Я ряда же, отвЬчающаго бппрнзмондамъ , который мы 
назовемъ нентагони-тетрапирамадами п=8р-*-12 
Ясно, что первый членъ этого ряда однороден!, съ 

правильныиъ додекаэдромъ. 



и 
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Теперь выразвмъ т^ же величины въ зависимости 

(УГЪ р. 

а) п'=2рн-2] Ь) п=2р-1-2; с) /•=рч-3; д) г=Ър'^Ъ 1с 

а) п =2|)ч-10; Ь) п=р-1-5; с) (=р-^1\ д) г= 2^4-10 Пс 
Для всбхъ Фнгуръ, однородвыхъ съ призиоидами, 
' получимъ: 

а) п'=4р-1-8; Ь) п=2р-ь4; с) /•=2рч-6; й) г=4р-н8 Пс 
Для всЁхъ Фигуръ, однородвыхъ съ призмопирами- 
I? дами, получимъ: 
^. а)п =6^4-12; Ь)п=31>-1-6; с) Л=31)-4-8;(1)г=б1)-ь12 Пс" 

|- а)У=б1?-»-30;Ь)п=2|)-н10;с)/'=Зр-ь17;(1)г=5р-н25 . . Шс 

г Для вс^хъ Фигуръ, однородвыхъ съ бипризмондами, 

^ получимъ : 

^;^ а) п =12рч-24; Ь) п=4/)-н8; с) ^=б1)-*-14; й)г=10г)-н20 Шс' 

Ё> (этииъ Фориуланъ удовлетворяютъ ыЛ 3 изогова — 

призиоэдры) 
а) п' = 4^р;Ь)п■=^р-*-3;с)/'=2^)-н2; д)г=3|?-нЗ 1Ус 
а) п'=2р-1-6; Ь) п=рн-7; с) /Цг>-+-5; й) г=22)-*-10 Ус 

Для всЬхъ Фигуръ, однородныхъ съ трапецоэдрами , 
получимъ \ 

а) п =4рч-4; Ь) п=2р-*-6; с)/=2|?-1-4; й) ^=4^р-н8 Ус 

Для всбхъ Фигуръ^ одвородныхъ съ додекаэдроидами, 
получимъ : 
а)п'=6^)ч-8; Ъ)п=Ър-^Ъ\ с)/'=31?-ь6; д)г=6г)-ь12 Ус'' 

а) п=41)-»-16; Ь) п=Зр-1-17; с) /^=2р-1-10; й) г=5р-^25 У1с 

Для вс&хъ Фигуръ, однородныхъ съ пентагонъ-те- 
трапирамидами^ получимъ : 
а) п=81>-н12; Ь) м=б1)-4-14; с) (=-^р^Ъ\ й) г=10|)-*.20 У1с' 

(этимъ Формуламъ удовлетворяютъ ъсЬ 3 пентагонъ-изо- • 
эдра). 

Мы уже раньше видели, что веб возможные многогранники 
исчерпываются 1-ою группою, если кажущееся число частей за- 






1г 



1> 






К; 



— 105 — 

1гЬвииъ истивныиъ. Въ этонъ мы снова можевгь убедиться, раз- 
снатривая сто^бе[п> Фориудъ а), такъ какъ величины п' въ 
остальвыхъ муяаягь входять въ число велнчинъ, удовлетворяю- 
щяхъ Ф0риух1к а) въ 1с. На основан1и этого, если бы мы ооже- 
лали выд-Ьлить еще ступевь въ класснФикащи высшую Ч'ёиъ по- 
ряаокъ, то пришлось бы огравичй1ЪСя Формулами 1с ; эти же Фор- 
мулы приводятъ къ разд'Ьленио кногогранвиковъ ня 2 класса: 
а) класса четнореберниковъ, для которыхъ р число нечетное я 
Ь) класса нечетнореб'ерниковг, для которыхъ^ число четное. Такъ 
у^ахър есП) какое угодно Ц'Ьлое число, то ясво, что эти два 
класса совершенно равны по числу членовъ или но объему, хотя 
въ нвхъ обоихъ число членовъ безконечно большая величина. 
Первый классъ (т. е. классъ четнорсберниковъ) крон'Ё указан- 
ныхъ двухъ общихъ прнэнаковъ — нечетное р и четное г (т. е. 
истиваое число реберъ) характеризуется еще четнынъ чисдоиъ 
граней, а нрин1^няя Формулу Эйлера (п-н/'=гн-2) видииъ, 
что и встинное число вершивъ должво быть четное, но правимая 
во ввииав1е Формулу а) въ 1с, ясно, что п должно быть не только 
четш>1мъ, во еще д11лится на 4. Напротввъ того, въ многограв- 
никахъ, привадлежащихъ ко второму классу число граней не- 
четное, число (иствввое) реберъ нечетное, и истинное число вер- 
шинъ, хотя я четное , но не длится ва 4. Такииъ образомъ, са- 
нымъ существеннынъ ариэнакомъ класса является число гравеб; 
если оно четное, то мвогограннвкъ относится къ первому классу, 
если же оно вечетаое, то мвогограннвкъ привадлежнтъ второму 
классу. 

Очевидно, что наииевоваЕ1е порядка упростится, если ори- 
иенъ за основав1е число р, такъ что наарин'Ьръ тетраэдръ отве- ' 
сется къ первому норя^У перваго класса, а трехгранная призма 
ко второму порядку, прннадлежаш,ему второму классу; но еще 
проще принять для втораго класса р'= -|- и дать наименован|е 
въ зависимости огь р ; тогда та же трехгранная призма отне- 
сется къ первому порядку втораго класса; туда же отнесется ■ 
четырехгранная пирамида, такъ какъ для об-Ёихъ Фигуръ р' бу- 
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деть 1-ца. Для перваго же класса сл'Ьдуетъ тогда принять за 
основаше наименованхя р"=^-^ . 

Такъ какъ вс* изоэдры относятся къ группамъ 1Ус, Ус и 
У1с', т. е. особымъ рядамъ многогранниковъ съ одноименными 
гранями и такъ какъ во всякомъ порядк']^, относящемся къ пер- 
вому классу, им'Ьется изоэдръ съ трехугольными гранями, и на- 
чиная со 2-го же и изоэдръ съ четырехугольными гранями, то 
самый классъ можно назвать классомъ изоэдровъ^ а второй классъ, 
въ которомъ ни одинъ представитель не можетъ быть изоэдроиъ, 
можно назвать'^оассолсг анизоэдровъ (т. е. неравногранниковъ). 

§ 33. Кром-Ь общей и естественной классиФикащи, обни- 
мающей всЬ возможные многогранники и им']&ющей въ основа- 
Н1И Формулы 1с, могутъ им'&ть значен1е н классиФИкаа1и частныя 
и искуственныя, обнимающ1я лишь рядъ многогранниковъ, обла- 
дающихъ какимъ-либо общимъ свойствомъ, т. е. рядъ гомологи- 
ческш. Такимъ образомъ мы можемъ классиФИцировать много- 
гранники еъ одноименными гоноэдрами или гранями ; въ основаши 
такой классиФИкац1И придется положить всЬ Формулы 1с — У1с. 
Такая классиФикащя уже не будетъ совмещать въ себ* всЬхъ 
возможныхъ многогранниковъ, а только сравнительно весьма не- 
значительное число представителей, такъ какъ подъ нея подво- 
дятся только г!; (правда важн'Ьйш1е) частные случаи, которые 
связаны названнымъ услов1емъ и истинный числа для такой клас- 
сификащи уже не им'Ьютъ значен1я, а только числа кажущхяся. 
Нетрудно вид'Ьть, что просгЬйш1е роды этихъ группъ есть роды 
правильныхъ многогранниковъ. Эту законность можно выразить 
иначе; если величину р въ вышеприведенныхъ Формулахъ мы 
назовемъ опред'Ьлителевгь, то можно сказать, что роды праегмь- 
ныхъ многогранниковъ тгь принадлежащге къ рядамъ изоюно&ъ и 
изоэдроеЪу у кошорыхъ опредгьлитель равенг единить. 

Прилагая эту классиФикадхю ко ъо.'^жъ упомянутымъ гомоло- 
гическимъ рядамъ многогранниковъ, мы получимъ следующую 
таблицу, въ которой к означаетъ наименован1е многогранника, 
т. е. его м'Ьсто въ ряду. 



Многогранники: 
съ одноименвыии говоэдраии 
Группа I. 
(Общая Формула и'= 2^ -+- 2 = п) 
Рядъ трапецоидальныхъ призиов- 

довъ ^^)=^ 2к — 1) 

Рядъ днгошиьныхъ орвзыъ .... {^^2к — 1) 

Рядъ призмъ {р = к — 1) 

» усбченныхт. дельтоэдровъ . {р^2к — 1) 
» првтупленныхъдельтоэдровъ (р ^ 4Й; — 1) 

Т])уппа II. 
(Общая Формула п'= 4р -ь 8 = 2я) 

Рядъ косыхъ призиоидовъ (р:=к — 2) 

п прямыхъ призмовдовъ .... {р^к — 2) 

группа III. 
(Общая Формула »'= 1 2|> -*- 24 := Зп) 
Рядъ бипрвзмоидовъ {р^к — 2) 

съ однопменвымп гравяхи 
Группа IV. 
(Общая Формула и'= 4р = 4 (п — 3) ) 

Рядъ скаленоэдровъ (р=2к — 1) 

» ди^она^ьныxъ бипираиидъ . (/»= 2й— 1) 

у> банираыидъ (р = к — 1) 

п тетраварамвдъ (р^2к — 1) 

» бискаленоэдровъ (р^4к — 1) 

• Группа У. 
(Общая Фориу.1а и'^ 4^)4- 4 = 2 (я — 4) ) 

Рядъ трапецоэдровъ {р = к — 2) 

» дельтоэдровъ (^) = А — 2) 



•- '^л-^'^гдг^^ш^^а--^ 



Группа У1. 
ая Формула п = 8р -+- 1 2 = — ^ — -^ 
аентагонъ-тетрапирамидъ. . (р =; А; — 2) 

'а таблица пряно приводить къ выводу, что каждому мно- 

нику съ одноименными гранями (въ тонъ числ*! и изоэдру) 

ьтствуетг многограмникъ сг одноименными ъоноэдрами (въ 

числ-Ь в взогонъ), принадлежащгй къ соотвгьтстаенному 

I имлющгй тооке наименованге и тою же опредгмителя и 

'отъ. 

иБдыя правильный многогранынкъ заразъ при&адлежитъ 

группамъ, а именно тетраэдръ къ группамъ I и IV; окта- 
— къ групааиъ II и IV, а именно къ ряду дигональвыхъ 
инидъ и оризиоидовъ, икосаэдръ — къ группамъ Ш и IV, 
шо къ ряду тетрапираиидъ и бипризмоидовъ; кубъ — къ 

а именно къ ряду призиъ я дельтоэдровъ; и наконе[п> до- 
;ръ — къ I и IV, а именно къ ряду у(г6ченныхъ дельто- 

> а пентагонъ-тетраавраиидъ ; и в^ а&Ьх.ъ случаяхъ мно- 
[ВИКИ эти принадлежать къ первыиъ члевамъ одного изъ 
рядовъ, а иногда и обовхъ. Поэтому, в(^ правильные мно- 
[ники можно аолучить, приравнивал обш1н Формулы соот- 
(ующихъ группъ; такъ для многогранника, принадлежа- 

къ I я IV вм-Ёеиъ 4 (и — 3) = и, откуда »» =: 4 
» И » IV » 4(»— 3)=2п, в «= 6 
» III » IV * 4 (и — 3) = Зп, « п = 12 
» I « V » 2(я— 4) = и, и в = 8 
р I „ VI « 4(-!^) = я, « « = 20 

а поводу приведенной таблицы приходится остановиться 

> на двухъ рядахъ, о которыхъ еще ае было р'Ьчв, а именно 
;ченныхъ в притупленныхъ дельтоэдровъ, представляющнхъ 
юэдрячесюе многогранники. Легко составить себ* о нихъ 
гавлеше по соотв^тств1ю вхъ съ тетрапирамидами и 'биска- 
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деноэдрани. Тетрапирамиды, какъ мы видели, состоять изъ трехъ 
слоевъ граней; въ первомъ к граней, во второмъ 2к и въ треть- 
емъ к; при двухъ изъ вершинъ наименоваше гоноэдровъ к^ а при 
оста льныхъ 5 ; наконецъ , Фигуры эти образуются изъ пряиыхъ 
призмоидовъ насаживанхемъ на оба ихъ основанхя прямыхъ пи- 
рамидъ. Поэтому, усеченные дельтоэдры представляютъ три слоя 
верпЛнъ ; два изъ нихъ лежать при двухъ основан1яхъ — А;-угОль- 
никахъ; остальныя же грани пятиугольники; всё углы триго- 
ноэдры; наконецъ, образованхе этихъ Фигуръ сводится къ ус*че- 
тю двухъ вершинъ дельтоэдра. Бискаленоэдры ограничены тремя 
слоями граней; изъ нихъ два сходятся при двухъ однночныхъ вер- 
шинахъ гоноэдровъ наименован1я 2к и двухъ слояхъ вершинъ гоно- 
эдровъ посл^&довательно наименованая 4 и 5 ; изъ тетрапирамидъ 
они образуются чрезъ появлен1е новыхъ вершинъ тетрагоноэдровъ 
противъ реберъ основашя призмоида, изъ котораго образуются 
эти Фигуры. Поэтому, притуплённые дельтоэдры состоять изъ 
трехъ слоевъ вершинъ, два изъ которыхъ лежать въ двухъ осно- 
ван1яхъ и суть вершины многоугольниковъ наименоватя 2к; 
кром'Ь этихъ двухъ основан1Й им'Ёется два слоя граней, наимено- 
ван1е которыхъ посл^Ьдовательно 4 и 5; наконецъ, образуются 
эти Фигуры изъ усЬченныхъ дельтоэдровъ чрезъ появленхе но- 
выхъ граней, лежащихъ противъ соотв'Ьтственныхъ реберъ дель- 
тоэдра (сходящихся при вершине основнаго дельтоэдра, изъ ко- 
тораго эти Фигуры образуются), т. е. притупляющихъ дву- 
гранные углы по этимъ ребрамъ. Мы уже знаемъ, что эти Фи- 
гуры не могутъ быть изогонами, хотя тетрапирамиды и биска- 
леноэдры изоэдры, но изоэдры не типическхе. 

Въ заключен1е обратимъ вниман1е еще на то, что возможны 
и иныя искуственныя классиФИкащи , некоторый изъ которыхъ 
могутъ быть полезны. Такъ, наприм'Ёръ, возможна искуственная 
классиФИкац1я индивидуальностей, основанная на видимомъ со- 
ставе частей многогранника, независимо отъ того, типичесюй 
онъ или н']^тъ. Фигуры, сближаемый такою классиФИкащею, т. е. 
ям'Ёющ1я одно и тоже число, соответственно одноименныхъ и 
одинаково расположенныхъ частей, мы будемъ называть видимо 
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вно однородвымн Фшгураш ногутъ 
1гь разныыъ ролаыъ (в даже сеией- 
ФеБ01ды видно оАноро^№>I; наоро- 
1ЯЮ11ЦЯ лшь разновндноств, ногугь 
аапрв1гЬрь првтушевный октаэдръ, 
: кубъ. 

1ВЪ и юоэдровъ (стр. 118 и 119). 

сд1данныхъ нан! выводовъ и ддя 
ве1н1 выведенный! нами типаче- 
ескн! взогонани мы пон-Ёщаенъ 
I разделяющуюся на дв^ равныя 
»;фовъ ■ взогоновъ. Въ граФахъ 
важн^Ьйш1я данныя, характеризую- 
ранникъ. 

кующЫ пояснен1я къ табдшгЁ: 
пришлось выразить вс^ величины 
ашя, т. е. того порядка, въ кото- 
■ по отаошешю къ другюгь; это ва- 
к, ориченъ для трапецоидальныхъ 
лъ ииъ скаленоэдровъ к — какое 
съ 2, а во всЪгь другнхъ слу- 

пршведенъ нонеръ класса раыской 
классе обыкновенной , или въ об- 
сп отъ к. Иэъ таблицы видно, что 
ть Ьыу классу, а другая половина 
?н1я относятся только къ Ьну клас- 
> также соотвошея1е между наине- 
в'Ьтственныхъ изогон! и изоэдрЪ, 
фвону классу, а именно для 1 и IV 
1ачимъ соответственно чрезъ А^В, 
:ггся ко второму классу, то .4 = ^. 
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Для II и V группъ им^емъ -4 = -В -ь 1 ; для III и VI группъ 
ивгбемъ -4 = 1 (В-*- 1). Отсюда уже выходить, что н'Ьтъ по- 
стоянваго соотвошен1Я между двумя соотв^тственвыми поряд^ 
ками; особенво поучительны! прим'Ьръ иредставляютъ три изо- 
гона, пом'&щенные подъ №^ё 4, 6 и 12, относящгеся не только 
къ одному и тому же порядку, но даже къ одному в тому виду, 
между тЁмъ соответственные съ ними изоэдры относятся къ двумъ 
совершенно различнымъ порядкамъ 1-го класса, а именно ко 
11-му и 5-му. Точно также четыремъ изоэдрамъ, относящимся 
къ 1 1 -му соотв^тствуютъ изогоны, принадлежаи^те весьма раз- 
личнымъ порядкамъ, а именно 16,112и118. 

3) Разсматривая величины гоноэдровъ-изогоновъ, мы им^емь 
лрежде всего возможность проверить выведенную нами зависи- 
мость между углами СФеноида и дисФОноида. Въ самомъ д'Ьл'6, 
такъ какъ 8б^^-*-6(?о = 4(?, то, опред^линъ (?, легко опред'Ь- 

360 — 8 в 

лимъ и (у^, т. е. — ^ — / = 39; двугранные же углы октаэдра 

должны быть 180 — 70^ = 1094, а отсюда опять приходимъ 
къ той же величин'^ 6^^ = 39. Зат^мъ, изъ Формулы для гоно- 
эдровъ призмъ легко опред1^ить, въ какихъ случаяхъ призмы 
могутъ выполнять пространство ; стоить только опредйхять, есть 

ли число -А? = ^^-^ — 2^ = ^^ число ц'Ьлое или н'Ьтъ ; но не тру- 

V к/ 

дно ВИДЕТЬ, что оно будетъ таковымъ только въ трехъ случаяхъ 
и больше ни въ какихъ другихъ , а именно при % = 3 (Л" = 1 2), 
при Л = 4 (^ = 8) и при Л = 6 (2У^= 6), т. е. складываться 
въ пространстве могутъ только трехгранная, четырехгранная и 
шестигранная прямыя призмы. Впрочемъ, этотъ выводъ слиш- 
комъ очевиденъ, чтобы на немъ останавливаться. Другое д'бло 
притуплённый октаэдръ; съ нерва го раза трудно р^^шить, пред- 
ставляетъ ли собою полученные 90^ необходим^'ю неточность 
черчен1я или даже вычислен]я, или же это величина математиче- 
ски точная. Однако это недоразумен1е весьма просто разрешается 
сл^дующимъ соображен1емъ; плоск1е углы центральнаго гоноэдра 
пдрамидальнаго куба въ тоже время и углы дополнительнаго го- 
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ноэдру притупленнаго октаэдра; поэтому, означввъ сумму этихъ 
плоскихъ угловъ чрезъ 2Р, а величину гоноэдра чрезъ 67, полу- 

чимъ 0=2с1 ^ , на освован1И изв'Ьстной уже намъ теоремы. 

Очевидно, однако, что 1Р = 26, какъ сумма угловъ тригоноэдра, 
которые могутъ быть развернуты такимъ образомъ^ что ограни- 
чиваюшдя эти углы стороны могутъ проходить чрезъ дв* проти- 
воположный вершины куба, а сл']Бдовательно слиться въ одну 
прямую. Итакъ, равные притуплённые октаэдры могутъ чрезъ 
сложенге выполнять пространство. Оба же друпе изогона, 
относящ1еся къ тому же самому виду, не обладаютъ этимъ за- 
м']^чательнымъ свойствомъ. 

Кром'б этихъ выводовъ, непосредственно получающихся изъ 
таблицы, заслуживаетъ внимашя еще сл']^дующ1й, выводящ1Йся 
изъ нея бол'Ёе сложнымъ путемъ. Мы видимъ изъ таблицы, что 
гоноэдръ СФеноэдра есть величина перем']&нная; найдемъ ту вели- 
чину, на которую делится на ц']&ло 4с2, т. е. другими словами 
найдемъ СФеноэдръ, могущ1й выполнять пространство. 

Допустимъ, что мы его нашли и пусть величина его гоноэдра 

У - Расположимъ около одной точки вс'Ё эти к СФСноэдровъ и 

опишемъ произвольнымъ радхусомъ шаровую поверхность изъ 
взятой точки какъ изъ центра. Пересбченхя реберъ системы сфс- 
ноэдровъ съ шаровою поверхностью примемъ за вершины н']&ко- 
тораго тригональнаго многогранника, вписаннаго въ шар*!; ясно, 
что этотъ многогранникъ будетъ изоэдръ, коего центральный го- 

4(1 

ноэдръ есть — , а сумма плоскихъ угловъ этого гоноэдра равна 

к 

26 — услов1е общее для гоноэдровъ всЬхъ СФеноэдровъ. Про- 
сматривая таблицу, легко убедиться, что этому услов1ю удовле- 
творяетъ только пирамидальный кубъ. Итакъ, плоск1е углы на- 
шего СФеноэдра будутъ 54|? 54|° и 70|° (приблизительно), т. е. 
нашъ СФеноэдръ равнобедренный и двугранные его углы будутъ 
(точно) 60° 60° и 90°, а величина его гоноэдра 15^, т. е. й=24. 

Теперь посмотримъ, какую Фигуру на самомъ д'ёл^ произве- 
детъ система изъ 24 такихъ СФеноэдровъ, расположенныхъ около 
одной точки. Ясно, что, такъ какъ двугранные углы, им'Ьющ1е 
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реброиъ д^инн^йшую сторону треxуго^ьнVка грани СФеноэдра, 
равны 90^ то около этого ребра грани двухъ придезкащихъ сфо- 
ноэдровъ сливаются въ одну, а именно ромбъ, такъ какъ теперь 
вс^^ стороны образовавшагося четырехугольника будутъ равны 
между собою, т. е. систеиа 24 танит сфеноэдровъ обртуетъ 
ромбическгй дйдекаодръ. Въ виду исключительности такого СФе- 
ноэдра онъ заслуживаетъ названхя особаю сфеноэдра. 

Нельзя не видеть въ этомъ свойстве ромбическаго додека- 
эдра разлагаться на особые СФеноэдры авалопи съ правильнымъ 
шестиугольникомъ на алоскости разлагаться на правильные трех- 
угольники, такъ же какъ не вид'Ьть аналопи куба'въ простран- 
ств^^ съ квадратоиъ на плоскости, такъ что казалось бы можно 
написать рядъ аналогическихъ Фигуръ въ пространств']^ : особый 
СФеноэдръ ; кубъ; ромбическ1й додекаэдръ — на плоскости: правиль- 
ный трехугольникъ; квадратъ; правильный шестиугольникъ. Од- 
нако, нужно заметить, что свойства вс1^хъ ФИгуръ въ простран- 
стве гораздо разнообразн-Ёе, ч^мъ аналогическихъ имъ ФИгуръ 
на йлоскости, такъ что самая аналопя разветвляется по отд^ль- 
нымъ свойствамъ. Наприм^ръ на плоскости мы знаемъ только 
одинъ рядъ правильныхъ Фигуръ, который играють въ одно и 
тоже время роль и равносторонниковъ и равноугольниковъ. Въ 
пространстве эти две роли разъединены и соединяются только 
въ несколькихъ исключительныхъ случаяхъ (простейшихъ чле- 
нахъ рядовъ); но зато какъ изоэдровъ, такъ и йзогоновъ суп^е- 
ствуегь уже не одинъ рядъ, а несколько, и въ каждомъ члене 
каждаго ряда целая сер1я постепенно изменяющихся Фигуръ. Тоже 
мы замечаемъ и по отношен1ю къ другимъ свойствамъ ; правиль- 
ному трехугольнику на плоскости какъ равноугольнику и равно- 
стороннику соответствуетъ целая сер1я СФеноэдровъ съ безгра- 
ничнымъ числомъ членовъ ; изъ этой сер1И правильный тетраэдръ 
представляетъ примеръ столь развитой правильности, какая не 
иожетъ существовать на плоскости, но онъ не выполняетъ про- 
странства подобно правильному трехугольнику, выполняющему 
плоскость. Но зато въ этой сер1и имеется особый СФеноэдръ^ удо- 
влетворяюпцй этому услов1ю. Если ромбичесюй додекаэдръ ана- 



— хи- 
ну шестя^тольняку какъ раввостороввжку, то 
ленный октаэдръ аналогнченъ еиу же каш. 
ритонъ, ана^огичво ену же, выполняеть про- 
аэдръ въ свою очередь авамгвченъ шесп* 
Ш1'фвгура, центральные гоаоэдры которой 
1ильныхъ иногогранниковъ, а также въ тонъ 
ребро равно радиусу оашсавнаго шара; окта- 
1ченъ тону же шестиугольнвку какъ Фнгура, 
1И пере<гЬчев11 двухъ тетраэдровъ в т. д. Эп 
шваютъ, какъ надо понянать аналопю между 
стк I въ пространстве. 



нитыымя зам1т|а. (ь'ъ стр. 79). 

акъ кы вывел! ия трвгово?др1чеежт нзогововъ 
3 
г г , МЫ похучмъ хла ИМГОВОГЬ СЪ ОДВЯХ! 



, а ямл нюгояовъ, }- ЕОторыжъ трес- 



те* въ ЖрЛМТк) N = т := 2. Въ вврвомъ с^у1а^ 

мвогоугопввкъ, • во второп — ОТр1вОЕЪ шрвноВ. 
ЯГО говоэдрв ювгетжть вымя, тасъ киу «с» 
д(ихва быть и жрггшя, вржныкаюми съ веВ съ 
частвокъ са^'чв'! слгаювисв съ вео. Этотъ вое- 
е1П*' импго мвоготтоиввка, в ли него, оче, 

■; н = -^ = ). 1^10гъ внводъ ставегь ооватевь, 

а1в врвзхъ в бввврашвдъ жн вреяетаввнъ себ!, 

ксь ю безсовечвоств. Бввврында вршрвцввутсв 
а врвзжы — »ъ ыосск иогаутопшав. Бив хс, 
укорачжваетсв хо вуи. то бвжвражвда вревра- 

1Л>1Ы1т в^<ккостеа. а вршая» — въ отр*1овъ 
ножво раасжатрвптъ какъ чаетва! и^п'арвх^- 

тдв к = 2, т. «. жома вами! нвогополъвввъ вре- 

ЕЪ право!. Прв 9южъ в н ^ 2. 

ц к|<ож^ в|II>«1еввшV вухао врвпп епе одво 

|р(»Вк — ОТБрНТНХЪ ВрВЛВЪ в В30Г0Ю1» — в»- 
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скнхъ многоугодьвнковъ и одво частное р'!Ёшен1е 
параиельвыхъ пюевостей н нзогоаоиъ — отр^эю 
р-Ёшев1а Д'Ьйстввтедьво суть р^шевга пзовдровъ я 
особевво вамядво уб^хпмси в-ь сгИдующенъ отдЪгЬ 



ПРИЛ0ЖЕН1Е. 



О класс1|фи11а1ии мигограннмковъ (къ ст\ 

Что касается иасснфикац1н многогранвивовъ 
ми^шя, что ее сл^дуетъ освовать не аа чвсд'Ь грав 
беръ, а нненво ва тонъ оевовавгв, что хлв всяк1 
ннФювцго / гравей и п вершввъ найдется соотвЪк 
взаннно полярный), ии^ювЦб я гракеб и / вершяв': 
чисю реберъ у обоихъ одвнаково. 

Это ив1в1е высказыъ между врочяхъ С. ^оп 
1866 В. 66 аКесЬегсЪев 8йг 1е8 ро1уЫгев>1), которы! 
пытву установить ыассвфикацш хногогранвиковъ. I 
готравнвви на 9- ыассовъ во степени снмнетр1в, а 
порядки по члсду реберъ. Но его кдассвфшащя, очс 
ааетъ явкакой крвтивв, тавъ какъ сн1111етр1л нредстг 
ство индавпдуальвнхъ фвгуръ, тавъ что безконеч 
всякого ивогогранника, къ какоку бы вяассу онъ I 
стен! ^ог^ап'а, всегда врнводидобы къ веобходнво 
классу, не обладающему никакой снннетрхей. Др^ 
иногограввнкн вообще вринаддекалв бы этому во1 
хяпь внчтожное число чрезвнчайво частвнхъ случ 
отнееево къ другимъ 8-ми классаиъ. 

Гораздо б011|е уб'Ьдительвымъ вредставляетсл I 
ображев1е Вге(оп'а схема котораго была врвведе 
75). Лево, что если, кавъ это вытеваетъ иэъ его с] 
ыули Эйлера), гравн в вершввы играютъ соверш! 
роль, то классифиЕац1л во одному изъ этвхъ элеме 
гпкфонняя. Но я уже укааывалъ ва то, что схема I 
маетъ собой вс^хъ возможныхъ чвслевныхъ отво1 
ковъ; н если одни изъ точехъ его схеиы ныраяакп 
днмо одвородныхъ фвгуръ, а друг!л — даже В'^сколь 
много танвхъ групвъ, то сл'Ьдовательно в сама сх 
жвть'освован1еиъ Еласснфпкац1в. 

Если основать иаеспфикащю на чиол4 ребер: 
разделить всю сововувность миогогравниковъ ва 2 
такая ниенно пер10Дичвость имФетъ м^сто въ чнс 
иногограиннвовъ во схсм'Ё ВгеЮп'а, черезъ это м 
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гарион1н, которая предстаыяетея въ д^2ен1и ннотограннвковъ на 2 
класса. Прншюсь бы также отбросить 11онят1е о типическнхъ кногогран- 
никахъ, а следовательно игнорировать многотасленнке сдАланиве 
раньше и сл^&дующ1е дальше выводи, основанные на донущен1я этого 
понят1я. 

Я уже не говорю о практическонъ значеши класснфикашв по гра- 
пямъ и самаго понят1я тиннческаго кногогранннка, такъ какъ формы, 
встр'Ьчающ1ася въ природе, не им'Ьютъ постояннаго, но, напротнвъ того, 
безконечнонзм^няющееса положеше граней, остающихся однако всегда 
параллельными. Тоже самое преимущество классификаоия по гранямъ 
представляетъ и по отношен1ю къ вычислешн угловыхъ элементовъ, ко- 
торые определяются направлен1ями нормалей къ гранямъ н не нахо- 
дятся въ зависимости отъ случайнаго положен1я вершинъ или реберъ. 

Въ последннхъ двухъ отношешяхъ классификащя по гранямъ не 
можетъ быть заменена невидимому равноправною съ нею класенфика- 
щею по вершинамъ, такъ какъ, ни въ природе, ни для целей вычнслешя 
нельзя определить виды многогранника чиеломъ и положешемъ вер- 
шинъ. Поэтому с^ая односторонность классифнкащи по гранямъ есть 
только ксинсугиаяся. 

Не имея возможности подробно излагать здесь пренмуществъ, де- 
лающпхъ классификац1ю по гранямъ единственно возможною общею 
классификац1ею, я выражу только уверенность въ томъ, что всякш, 
прочту Щ1 б предлагаемое произведеше, согласится въ этомъ со мною. 
Вотъ почему я считаю ее естественною класспфйкац1ею, т. е. такою, 
которая имеетъ преимущества передъ другими во всгьхъ отятиетяхъ, 
Къ тому же она и единственная древняя классификащя. 

Въ связи съ вопросомъ о классификац1И находится вопросъ о числе 
подразделешй каждой ея ступени. Вопросъ этотъ былъ поднятъ съ того 
самаго момента, когда уяснились общ1я численный отношен1Я, суще- 
ствующ1я между элементами многогранника, т. е. въ статьяхъ самого 
Эйлера. Въ его <«Б1етепШ (1ос(ппае боМогнш» (Кот! СоттеШ. Ре(гор. 
Т. IV 1758 р. 136) сделано пере чи слеше возможныхъ виднмыхъ родовъ 
многогравниковъ, имеющвхъ число вершинъ, начиная отъ 4 до 10, т. е. 
онъ былъ склоненъ классифицировать многогранники по вершинамъ (что 
легко объясняется выведенною имъ зависимостью между чиеломъ вер- 
шинъ и суммою плоскихъ угловъ многогранника). Затемъ, примеръ по- 
добиаго перечислен1я мы находимъ въ статье Ро1П8о(; «N0(0 зиг 1а 
1Ьёопе (1ез ро]уё(1ге8» (Сотр. Вен(1. Т. ХЬУХ р. 70). Принимая за осно- 
вав1е классификащю по гранямъ, знаиепг.тый математикъ прнводитъ 
разнообразный фигуры (чиеломъ 10), въ которыхъ можетъ явиться 10- 
гранникъ. Затемъ, о томъ же, какъ я уже упоминалъ, тракту етъ Вге1;оп, 
основывая свою классифнкац1ю на числе реберъ. 

Однако, не говоря уже о томъ, что все эти авторы пмеютъ дело 
лишь съ видимыми родами, а не съ типическими представителями, они 
игнорируютъ возможность техъ отношешй, который представляются 



ят\<1).1-.ц/>т 



— 117 — 

наиъ ваорян^ръ въ пиранндазьноиъ куб^, овтаэдр! и дигев 
бнвнранидф, тавъ кавъ въ ихъ перечисленйахъ группа та! 
является въ качестве одного представвтелв. Такъ какъ, нап 
лнчесие првдставнтели вахдоб нэъ првведеванхъ трехъ фа| 
ляютъ беэЕонечную свр1Ю вндовъ, то соеднвен1е вхъ вс^х 
родъ пронзвею бы лишь затеннФше существующпхъ отво] 
почему въ атнхъ трехъ фигурахъ я ввху првдставнтедеВ т; 
Но нхъ нохво соедвввть въ одно сенебство. Прв этонъ уел 
вутыя внше веречвсдев'я (есди отвеста вхъ еъ твпичесЕи 
ввтедяиъ) сведутся къ перечвсхенш севеПствъ въ порядк'Ь 
довъ, л тогда наща ыассвфввап!» по грананъ врвнетъ впдъ 

I ЕЛАССЪ. 

1 порядокъ содержптъ 1 сеиеВствъ. 



4 « » 10 

у-тнЯ 11 » 32 — 

ф II вддссъ. 
1 норядОЕъ оодержнтъ 2 



2-тый 1. » 32 — 1 » 

Эту табхнчху можно сд'&хать еще бол1е ноучнтельв 
схен^ Вгв1оп'а различать крайи1я сенеВства, (т. е. тригонал 
гоно8дрнческ!е много гракинки), среднее семейство, оооте 
прямой, но отношен1ю хъ которой представляется свмметр 
схема н нромежуточныя семейства. Тогда для иногогранн! 
порядка ^ будетъ всегда впиться оба крайни и одно средне) 
число правихъ промеяуточвахъ сенеВствъ будетъ 2^ — 3, 
выхъ— 9 — 2; все это легко внд*ть азъ схемы Вге1оп'а (фи 
семействъ будетъ значнть 3$ — 2 (Д1Я сфеноида оба вра 
среднее семеВства сливаются въ одно). ,Для многограваии 
класса порядка д всегда имеется средвее и крайнее правО! 
нромежу точи вхъ правнхъ будетъ 2д—2, а л^выхъ д — 1; с; 
32—1. 

Что касается вопроса о числ1 родовъ въ секеЙствЪ, то с 
аерФшенныкъ. Однако, весьма возможно, что р1шеи1е это б 
связь съ уже хорошо разработяваымъ вопросонъ о чвсл: 
разложить ДД0СВ1В мвогоутольвикъ ва трехугольникв восрв] 
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гонахей. Этотъ вопросъ также ведетъ свое начало отъ Э&лера, не 
опублиБОвавшаго своего р']^шешя, ставшаго ивв^станмъ, лишь благодаря 
сделанной имъ устной передачи. Зат^^мъ, вопросомъ этинъ занималась 
8е^пег (Коу! Соттеп!;. Ре1гор. Т. У II р. 203), Ьатё (Лп. де МаШ. 
раг ЫонуШе, 73. р. 505), 01шс[е Во(1г1с^ае8 (хЬШ. р. 547). Вгпе! 
ОЬЫ. Т. IV р. 79), СаШап (1Ы<1. р. 91). 

Въ заключен1е остается упомянуть о н^^ноторшъ овоеобразныхъ 
понытвахъ классифивац1и, врядъ ли впрочемъ заслуживающихъ вннма- 
шя. Для ирим']&ра можно указать на влассифнкацш Б. Нор ре (Сггапег! 
АгсЬ. ЬУШ 8. 328), по которой за основаше классификацш (классовъ) 
принимается наибольшее наименован1е гоноэдра теоретическаго много- 
гранника. Очевидно, что классификац1я эта еще въ большей степени 
ч'1мъ упомянутыя друг1я, грешить въ томъ, что соединяетъ въ оцно 
весьма разлпчныя и разъединяетъ чрезвычайно 6лизб1Я фигурн. 



УЧЕНШ О СИММЕТРН 

ГЛАВА 8. 

ОбиЦя понят!я о симме1рт и соединены фн 
признаку въ системы'). 

§ 34. Опредтьденге 1. Осью сямметр1И в 
прниая, вра1цен1еыъ около которой можно прои 
новаго положен1я Фигуры съ иервонаяальнымъ. 

Теорема 1. Уго1ъ, на который можно п( 
чтобы произвести совпаден1е новаго ея полон 
чальнымъ, есть д-Блитель Ы. 

Примпманге. Терииаъ д^итедь им'Ёетъ зл 
трвческое, а не числовое, значеше; напрви^рп 
иетрическш делитель Ы, т. е. 360*^, такъ к 
укладывается въ послбднеиъ п^лое чясло разъ, 

Пусть вавиеньш1Й уголъ поворота, при кс 
дить совпаден1е двухъ положен1й Фигуры, есть 
мы произведеиъ 2, 3 и т. д. такихъ поворотов 



') Историческую эам^тв; объ этомъ ац'кя'к с 
ьвен;. 



^рч^ ^» • 
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лучимъ совпаден1С, именно потому, что при всякомъ предъиду- 
и^емъ положеше Фигуры тожественно съ первоначальнымъ. Если 
бы ни одинъ изъ кратныхъ угловъ а не былъ 4(2, то^ взявъ та- 
кое п, чтобы 4с1 — па< а, мы получили бы, что Фигура можетъ 
повернуться около оси на уголъ меньш1й чЬыъ а, давая въ обо- 
ихъ положен1яхъ полное совпаден1е, а это противор']&читъ перво- 
начальному допущешю, т. е., что а есть наименьш1Й такой уголъ. 

Прим1ьчанге. Сообразно смыслу этой теоремы, оси свмметр1И 
съ одинаковымъ удобствомъ могутъ быть наименованы какъ по 
тому геометрическому д'Ьлителю Ыу который представляетъ со- 
бою наименьшш уголъ поворота, такъ и по тому числовому мно- 
жителю, произведен1е котораго съ этимъ угломъ даетъ 4(2. По- 
этому различаемъ двойную ось съ наименьшимъ угломъ поворота 
въ 180"^ тройную — съ наименьшимъ угломъ поворота въ 120° 
и т. д. 

Слгьдстеге а. Ось симмбтр1И наименован1я п есть въ тоже 
время и ось, им'Ьющал наименован1емъ какой-нибудь числовой 
д'Ьлитель числа п. Пусть п = аЪс(11.\.\.к. Мы говоривгь, что ось на- 
именовашя п есть въ тоже время и ось наименован1я а, 6, с . . . 
аЬ, ас у Ьс. . . аЬс. . . Это вытекаетъ изъ того, что уголъ наи- 
меньшаго поворота при оси, им']&ющей наименован1емъ делителя 
числа п есть уголъ кратный углу наименьшаго поворота при оси 
наименован1я п. Въ самомъ кЬл% наименьш1й уголъ поворота 

при оси найменован]я п есть а = — = -г-т — т ; наименьшш же 
уголъ поворота оси, им'1ющей наименован1емъ какой-нибудь д'6- 
литель, напр. Ъс^ есть р = ^, а отсюа^ 1 = ^^^^^=а4. . .Л 
или р = а . . . к.а^ а поворотъ на этотъ уголъ ^ при оси наиме- 
нован1я п есть лишь совокупность поворотовъ на уголъ а. 

Опредтьленге 2. Так1я оси, совм-Ьщенхемь которыхъ возможно 
совм'Ьстить и самыя Фигуры, называются равными. 

Примгьчанге, Как1я-нибудь дв'Ь перес&кающхяся неравный 
другъ другу оси даннаго положен1я и наименован1я, опред*- 
ляютъ собою положеше двухъ системъ соответственно рав- 
ныхъ осей. 
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Пусть давы дв']^ перес'Ькающ1яся оси Аш В наииеновашя а 
я Ъ. Вращен1емъ около оси,^4 подучимъ а подожешй оси Б; вра-^ 
щешемъ около каждой изъ иолученныхъ осей В мы получииъ 
для каждой изъ нихъ Ь положен1й на А; причемъ н'1^которыя идъ 
выведенныхъ положен1Й могутъ совпадать другъ съ другомъ. 
Продолжая поступать такимъ образомъ, иы должны получить 
совокупность осей Ая В, перее&кающихся въ одной точк'Ь, и при- 
томъ каждой положен1е одной изъ осей, наприм'бръ А^ можетъ быть 
вьгаедено изъ другаго поворотами около осей В^ и наоборотъ. 

То же разсужденхе приложимо и ко всякой третьей оси С и 
т. д., т. е. вообще всё равный оси Фигуры группируются въ си- 
стемы, обладающ1я указаннымъ свойствомъ. 

Теорема 2. Оси симметрхи всякой сомкнутой Фигуры иере- 
сЁкаются въ одной точк* ^). 

Каждое с^чен1е Фигуры плоскостью, перпендикулярною къ 
оси симметр1и, даетъ плоскую Фигуру, для которой та же ось есть 
также ось симметрхи; поэтому каждой точк'Ь этой Фигуры соот- 
в'Ьтствуетъ п другихъ точекъ, если п — наименованхе оси, обра- 
зующихъ въ совокупности правильный п угольникъ, центръ ко- 
тораго есть точка перес'Ёчен1я плоскости осью. Такъ какъ 
центръ тяжести каждой такой группы точекъ есть одна и таже 
точка , то она же служитъ центромъ тяжести всей плоской Фи- 
гуры, а потому центръ тяжести данной Фигуры долженъ нахо- 
диться на оси симметр1и, а значить веб оси симметр1И переев* 
каются въ центр'Ь тяжести Фигуры, т. е. въ одной точк*. 

Примгьчате, Въ учен1и о симметрш точку эту называютъ 
центромъ симметр1и, и значить вс1& оси симметр1И Фигуры всегда 
должны проходить чрезъ этотъ центръ. 

% 35. Опредтьленге 3. Элементарною Фигурою, имеющею 
данныя оси симметрш, называется такая, которая получится, 
если мы на оси одной системы, наприм'Ьръ Л, какой-нибудь дан- 
ной Фигуры возьмемъ произвольную точку, и затЬмъ, пожучвъъ 




^) Приводится доказательство, предложенное Вгауа18. 

9* 
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«отв^тственныхъ точекъ на а&Ьхъ другихъ равныхъ 
ствоиъ вращевЗя око1о всйхъ другвхъ осей той же 
иемъ эти точки за вершины Фигуры *). 
те. Опред'Ь1ен1е это предаолагаеть, что при при- 
С1ов1яхъ на каждой оси системы А получится лшь 
Предположен1е это однако есть результатъ саного 
>сяхъ снинетр1Я, такъ какъ, окою какой бы оси ны 
Фиг}'ру, чтобы привести къ совааден1ю два □олонсе- 
сегда при этоыъ происходить в полное совпаден1е 
|1,'а значить и вс^ъ соотв-Ётственныгь точекъ осей, 
го ВСЁ эти точки будутъ находиться на поверхности 
ь котораго есть точка перес^чен1я осей, и значить 
I Фигура есть подтипическ1й иногограаникъ. 
3. Элементарная Фигура есть подтвпическ1Й изогонъ. 
>ко-что првведенпаго □рим'Бчаыгя иы знаенъ, что 
сть лодтипическш нногогравнскъ. Крон-Ё того, такъ 
3, на которыхъ находятся вершины элементарной 
1Ы, то значить, производя совпадете этихъ осей, ыы 
• совпаден1ю в разлнчныя положеша Фигуры, а сл^- 
гоаоэдры, и значить говоэдры равны нежду собою. 
тге. Изъ самаго способа образован1я элементарнаго 
^сть, что въ немъ иы-Ьютсн всЬ тй оси свм||етр!в. 
ютгя я въ той Фвгур%, взъ которой овъ выведенъ. 
ан11 только-чго доказанной теоремы можно вывести 
ыя системы осой изъ разсмотрМя выведенныхъ 
1В1ческихъ взогоновъ. Однако, выводъ осей сннне- 
гся лмьн-Ьйшвни соображетами. 
ГН1С 4. ТвпическИ взоэдръ, С1>отв*тствую1а1Й эле- 
131П-ону. называется элементарнымъ нзоэдромъ. 
гн(с. Ясно, что грани элементарнаго шзоэдра пер- 
л къ осямь свмметр1н одной ж той же системы. 



1 
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§ 36* Теорема 4. Плоскость, проходящая чрезъ дв'ё оси, 
есть плоскость симметр1И относительно самихъ осей. 

Докажемъ, что плоскость, проходящая чрезъ дв'Ь оси А и С, фиг. ее. 
есть плоскость симметр1и относительно какой-у годно другой оси 
В. Вращая ось В около А получимъ на СФер'Ь дугу ВаВ[ на ко- 
торой должна находиться ось той же системы В. Разсуждая 
такъ же, мы наидемъ, что ось той же системы В должна нахо- 
диться и на дуг']^ ВсВ[ описанной около оси С. Такъ какъ эти т1^ 
дуги кром-Ё точки В должны пересечься только въ одной точк^ 
В'^ то значитъ В' можетъ' быть такою осью. Она должна быть 
ею, потому что къ осямъ -4 и (7 представляетъ то же отношеше, 
что ось Ву къ осямъ Ау^ и С^ если со значками мы означимъ те 
же оси, разсматриваемыя съ противоположной стороны СФеры. 

Теорема 5. Прямая перес^чен]я двухъ плоскостей симметр1И 
есть ось симметр1и ^). 

Пусть ДВ'Ь дуги АС и ВС выражаютъ на СФер'Ь дв'Ь плоско- Фиг. 67. 
сти симиетр1И, и пусть уголъ между ними есть ф. Возьмемъ ка- 
кой-нибудь рАД1усъ векторъ а, и пусть а^ радхусъ ему симме- 
тричный по отношен1ю къ плоскости АС^ а а^ — тоже. по отно- 
шенш къ плоскости ВС; пусть, дал'Ье, а^ рад1усъ симметричный ос^ 
ио отношен1Ю къ плоскости ВС и а^ радгусъ симметричный а^ по 
отношен1ю къ плоскости АС. Ясно, что всЬ эти рад1усы должны 
находиться на одной и той же дугЬ, центръ которой есть точка 
С. По построен1ю им'Ьемъ А(1 = Аа^ и Аа^ = Ал^ ; сл'Ьдовательно 
аа^ = Аа^ — -4а = Аа^ — А(1^ = а^ а^; точно также Аа^= Ал 
и аВ = Влд ; сл'Ьдовательно а^а^ = 2Аа -н 2аВ = 2АВ^ и зна- 
чить двугранный уголъ а^ Са^ = 29. Следовательно, повернувъ 
систему около оси С на уголъ 2^, получимъ совм'Ьщенхе о^ съ 
а^ и а^ съ а. Приведенное соображенхе одинаково прилагается и 
лхя каждаго другаго рад1уса наирим'Ьръ аз, взятаго вмЬсто а, а 
потому при поворогЬ системы около оси С на уголъ 29 вообще 
всЬ рад1усы, необходимо образующхеся изъ даннаго, благодаря 



') Легко вид'Ьтц что теорема эта ио своему смыслу совпадаетъ съ вз- 
в1^стно& теоремой оптики о перес']&кающихся зеркалахъ. 
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присутств1ю двухъ данныхъ плоскостей симиетр1И, должны со- 
впадать съ другими рад1усаии той же системы, и значить ось С 
есть ось симиетрш въ 29. 

Слгьдствге а. Отсюда сл'Ьдуетъ, что если чрезъ всЬ оси сим- 
метр1И, взятьтя попарно, проведемъ плоскости, то получимъ при 
центр* симметр1и систему гоноэдровъ, грани которыхъ будутъ 
плоскостями, а ребра — осями симметр1и. Гоноэдры эти будутъ 
Фиг. 69. именно тригоноэдрами, но не высшаго наименовангя , такъ какъ, 
если допустомъ, что одинъ илъ гоноэдровъ наприм'Ёръ ЛВСВ 
им'Ёетъ высшее наименованхе, наприм']Бръ тетрагоноэдръ, то зна- 
чить мы пропустили плоскости симметр1и АС и ВВ^ л не зам^^- 
тили оси симметр1И Е. Всл'Ьдствхе того, что всЬ грани этихъ го- 
ноэдровъ — плоскости симметр1и, сама система состоитъ изъ 
равныхъ и симметричныхь гоноэдровъ, и притомъ тЬхъ и дру- 
гихъ въ равномъ числ'Ё ; притомъ каждые два смежные гоноэдра 
должны быть симметричны (а также и противоположные); по- 
этому при каждомъ ребр* будетъ сходиться четное число пооче- 
редно равныхъ и симметричныхь гоноэдровъ. 

Слгьдстеге Ъ. Если внутри одного изъ этихъ тригоноэдровъ, 
котораго мы будемь называть основпымь, мы проведемъ какой- 
нибудь радтусъ векторь, то на оспован1и данныхъ услов1Й сим- 
метр1и найдемъ ему соответственные во всЬхъ остальныхь гоно- 
эдрахъ, которыхъ вообще мы будемь называть элементарными, 
и притомъ половина этихъ пряиыхъ опред'1^лится вращешемь 
около осей симметр1и, и сл'Ёдовательно ихь положен1я выводятся 
одинъ изъ другаго совм-Ьщешемь, почему и говорить, что ихь 
направлен1Я обладають равенствомь совм'бщенхя ; другая же ихъ 
половина выводится изъ первой, благодаря првсутств1ю хотя бы 
одной плоскости симметр1и, почему эти вторые направлен1я 
по отношешю къ первымь называють симметрично равными '). 

Слгьдствге с. Такъ какь совм'Ьщентемь двухъ какихъ-нибудь 
элементарныхъ гоноэдровъ мы приводимь къ совм'Ьщен1ю всю 



*) См. Гадолинъ. Зап. Мин. Общ. ч. IV, стр. 115 (1869). 
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сжстему, и следовательно веб оси, то значить ос' 
осяиъ, составлнющииъ ребра основнаго трягоноэ 
ствуеть, т. е. Н'Ётъ системы симиетр1и събодьшвн' 
лоиъ сисгекъ равныхъ осей. 

Слгьдствге Л. Если нориально ко всЬмъ соот 
рад|усамъ векторанъ (ин-бющвмъ накъ равенстве 
такъ в равенство снииетричное) иы проведенъ ал 
тельныя къ шару, центръ коего есть центръ симие 
легко вид'Ьть, мы получнмъ систему равных* или и 
нирамвдъ, вершины которыхъ соваадуть съ цент] 
угольныя основан!» составить грани нбкотораг( 
иэоэдра, котораго иы и будеиъ называть основньл 
систеиы саинетр1и. Сл'Ьдовательно, по такимъ изог 
матическ1б выводъ которыхъ быль приведенъ ра 
женъ вывести вс^ возможный системы синыетрди. 

СлгьдстНе е. Можетъ случиться, что симметр1я 
не совпадаетъ съ симметр1ей Фиг^-ръ, для которып 
жать осями симиетрш, т. е., что всгЬ или ибкото 
скостен, ироходящихъ чрезъ оси сйиметр1И, не б^ 
стяни сиииетр1и самой Фигуры. Въ такомъ случа'1,в1 
гранннкъ, грани котораго перпендикулярны къ рав 
лен1яыъ и касатсдьны къ шару, имеющему центрон1 
метр1а, будетъ типическииъ изоэдроиъ : типическииъ 
строен1ю; изоэдроиъ же — по той причин1Ё, что, про 
щен1е равныхъ паправлен1Й, ыы должны получить 
самихъ граней; иначе оси, враш.ешемъ около котор 
дено само совн'Ёщенхе, ые были бы осями симиетр 
же присутств1я плоскостей симметр1й, въ многогра 
равныхъ, будетъ столько же и симметричныхъ г 
плоскости, принимаемый за плоскости синнетрш, 
ими, такъ какъ какой-нибудь грани не ин-кюсь бы 
къ этой плоскости грани симметричной. 

Центральный 1'оноэдръ этихъ изоэдровъ иьт (. 
называть элемеата:рныиъ. Легко вид-бть, что на то 
мянутые случаи можно смотреть какъ на так1с, к( 
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дятся изъ случаевъ перваго рода, такъ какъ, стоить лишь про- 
вести плоскости чрезъ всё оси симиетр1И попарно и принять ихъ 
за плоскости симметрхи Фигурьт , а всЬ новыа прямыя ихъ пере- 
С'Ьчен1Я, если таковыя явятся, за новыя оси симметрш, и мы по- 
лучимъ случаи перваго рода. При этомъ число равныхъ направ- 
лешй возрастать въ ц'1^лое число разъ, почему и соотв']&тственныя 
Фигуры будутъ находиться къ первымъ въ отношен1И мэроэдр1и. 

§ д1ш Въ основномъ изоэдр*]^ наименоваше оси симметр1и 
вообще вдвое меньше наименованхя гвноэдра, чрезъ вершину 
котораго проходить эта ось, такъ какъ къ каждой грани при- 
мыкаетъ другая, ей симметричная по &тнотеЕт къ плоскости 
симметрш, проходящей чрезъ ихъ общее ребро. Но въ случа']^, 
когда дв'Ё симметричный грани сливаются въ одну, т. е. когда 
соотв-Ьтствующхй рад1усъ векторъ находится въ плоскости сим- 
метр1и, очевидно, что наименоваше оси равно наименовашю со- 
отв'Ьтственнаго гоноэдра. Равенство этахъ наименован1Й им'Ьетъ 
еще м'Ёсто въ случа-Ь правильныхъ хоноэдровъ, т. е. въ случа'Ь 
особыхъ типическихъ изоэдровъ. 

Очевидно, что радхусъ векторъ, по которому мы строимъ 
грань типическаго изоэдра, не долженъ выходить изъ пред'бловъ 
элементарнаго гоноэдра, такъ какъ онъ проходить чрезъ точку 
касан1я соотв^^тственной грани, а эта точка не выходить изъ 
пред^ловъ самой грани^ пока многогранникъ выпуклый. 

На основаши предъидущихъ соображешй нетрудно вывести 
вс']^ системы симметр1И и ихъ подразд'Ьленхя, исходя изъ изучен1я 
изв^стныхъ уже намъ типическихъ изоэдровъ. 

Добавимъ еще, что симиетр1я типическихъ изоэдровъ и под- 
типическихъ изогоновъ одна и таже, такъ какъ совпадеше гра- 
ней изоэдровъ влечетъ за собою совпаденхе соотв'1тственныхъ 
вершинъ изогоновъ и пр. 

Переходя теперь къ выводу Формъ, им'Ьющихъ оси симме- 
тр1и, мы начнемъ съ правильныхъ многогранниковъ. Ясно, что 
они въ отношевш сииметр1и распадаются на три группы : 1 ) ико- 
саэдръ и додекаэдръ, 2) октаэдръ и кубъ, 3) тетраэдръ или, в^р- 
Н'Ье, два тетраэдра. Въ первыхъ двухъ группахъ шшЬется по три 
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системы различныхъ осей свмметр1И, а въ посл']^дней — только 
дв'Ё. Соотв']^тственно гёмъ Формамъ, грани которыхъ нормальны 
къ осямъ, посл'Ёдн1я, ДЛЯ первой группы, могутъ быть названы 
икосаэдрической, додекаэдрической и трхаконтаэдрической , для 
второй группы — октаэдрической (тригональной), кубической 
(главной) и додекаэдрической (ромбической, призматической), а 
для третьей группы — тетраэдрической и кубической. Легко ви- 
хк1^ однако, что тетраэдрическая ось совпадаетъ по своему по- 
ложешю, а также и наименован1ю съ октаэдрическою, а потому 
особой тетраэдрической оси и не существуетъ. Мы начнемъ вы- 
водъ со второй группы/ такъ какъ простЬйшая, третья, гЬсно 
связана съ нею, и представляетъ ея упрощеше (устранеше до- 
декаэдрической оси). 

Изучивъ симметр1ю всбхъ частныхъ р'1^шен1Й типическихъ 
изоэдровъ и подтипическихъ изогоновъ, мы перейдемъ загЬмъ нъ 
изучешю общихъ р'1шен1Й. 



ГЛАВА 9. 

Си111метр1я частныхъ рЪшен1й типическихъ изоэдровъ и под- 
типическихъ изогоновъ, 

СИСТЕМА КУБО-ОКТАЭДРИЧЕСКАЯ. 

(с. ПРАВШЬНАЯ *), КУБИЧЕСКАЯ, ТЕССЕРАЛЬНАЯ). 

А. ОТД'ЬЛЕНХЕ ПОЛНОГРАННОЕ. 
{Отд. юмоэдрическобу голоэдрическое), 

§ 38. Это отд'Ьленхе мы называсмъ поднограннымъ , потому 
что принимаемъ за его основной гоноэдръ тотъ тригоноэдръ, 



^) Этотъ терминъ, наибод'Ье распространенный у кристаллографов ъ, 
нельзя назвать правильнымъ , такъ какъ съ равнымъ правомъ ножетъ быть 
отнесенъ къ систе1гЬ додекаэдро-икосаэдрической. 
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ребра котораго предстаыяютъ сиежныя оси снииетр!^ трехъ 
свстеиъ, а ые гоноздръ еиу кратаый, а потону число граней иэо- 
эдровъ этого отд'1ден1я получается наибольшее. 

Ясно, что основвой нзоэдръ этого отд'Ьлеа!я есть гексакЕсъ- 
октаэдръ, а соотв'Ётствуюш,1Й ему центральный гоноэдръ есть 
тригоноэдръ съ двугранными углами въ 45° 60° в 90°. Куби- 
ческая ось четверная, октаэдрическая — тройная , додекаэдрлче- 
сйая — двойная. 

Проведеиъ внутри этого гоиоэдра произвольный рад1усъ век- 
торъ, в найдемъ вс* ему соответственные по отношеахю къ дан- 
нымъ осянъ и нлоскостяиъ сиинетр1и , и построимъ тианчесЕин 
езоэдръ, грани котораго перпендикулярны къ рад1усаиъ векго- 
рамъ и касательны къ шару, центръ котораго есть цевтръ син- 
метр1и. Легко вид'Ёть, что вообще получится некоторый гекса- 
кисъ-октаэдръ, на граняхъ котораго рад|усы векторы оти^чають 
точки касан1я и, сл-^довательно, соответственныл точки граней . 
Фигуры. Число граней Фигуры равно числу рад|усовъ в сл-Ьдова- 
тельно вообще равно числу эленентарньиъ тригоноэдровъ, т. е. 
48. Но если мы нроведеыъ ралусъ въ плоскости грани триго- 
ноэдра, то ясно, что число граней соотв1&тственнаго язоэара бу- 
деть вдвое меньше, т. е. 24. На этотъ случай иохао смотреть 
какъ на случай попарваго слит1я рад1усовъ, такъ какъ, если мы 
возьмемъ рад1усъ безкоаечао близко къ грани триганоэдра, то, 
хотя число рад1усовъ и будеть 48, по они представятся въ вид-Ь 
24 паръ рал1усовъ, безконечно близкнхъ другъ къ другу. 24-хъ- 
гранные изоэдры будутъ троякаго рода, смотря потому, въ ка- 
кой грани гоноэдра проведенъ рад1усъ. Если онъ проведенъ въ 
грани, противоположной кубической оси, то два тригоноэдра, сли- 
ваясь по этой грани, дадуть тригоноэдръ съ двугранными углами 
въ 120°, 45° и 45'^, т. е, центральный гоноэдръ пирамадальнаго 
октаэдра; аосл'Ьдн1й значить и будеть искомынъ изоэдромъ. Если 
онъ проведенъ въ грани, противоположной октаэдрической осв, 
то два тригоноэдра, сливаясь по этой грани, дад}'тъ тригоноэдръ 
съ двугранными углами въ 90°, 60° и 60°, т. е. центральный 
тригоноэдръ пирамадальнаго куба, который поэтому и будеть 
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искомымъ изоэдромъ. Бел же овъ проведенъ въ грани, проти- 
воположной додекаэдрической оси, то два тригоноэдра, сливаясь 
по этой грани, дадутъ тетрагоноэдръ съ углами въ 90^, 90°, 
90° и 60°, т. е. центральный гоноэдръ тр1акисъ-октаэдра, кото- ] 

рый поэтому и будетъ искомымъ изоэдромъ. Наконецъ за радхусы 
можно принять самыя ребра гопоэдра. Въ такомъ случа'Ё, число | 

граней изоэдра получается въ зависимости отъ наименован1я со- | 

отв'Ётственной оси. При кубической оси сливается 8 рад1усовъ, л 
потому получается изоэдръ съ 6-тью гранями; при октаэдриче- 
ской оси сливается 6 рад1усовъ, и потому получается изоэдръ съ 
8-мью гранями и наконецъ при додекаэдрической оси сливается 
4 рад1уса, и потому получается изоэдръ съ 12-тью гранями. 
Впрочемъ, мы уже знаемъ, что изоэдры, соотв'Ьтственные этимъ 
орямъ, будутъ кубъ, октаэдръ и ромбичесюй додекаэдръ. 

Выводы эти наглядно изображены на фиг. 69, въ которой К 
означаетъ кубъ (кубическую ось), О — октаэдръ (октаэдриче- 
скую ось), В — ромбичесшй додекаэдръ (додекаэдрическую ось); <)>иг. 69. 
Р'Ьшен1я по Кй будутъ соответствовать пирамидальнымъ кубамъ, 
по ОВ — пирамидальнымъ октаэдрамъ, по КО — трхакисъ-окта- 
эдръ. Наконецъ всЬ точки внутри основнаго тригоноэдра, кото- 
рый можно означить КОВ^ соотв'Ьтствуютъ гексакисъ- окта- 
эдрамъ. 

Благодаря наглядности и точности изображен1я соотноше- 
Н1Й между Фигурами изучаемаго отд'Ьленгя, легко сд']^лать, поль- 
зуясь т'Ьмъ же изображен1емъ , и мнопе друг1е выводы. Мы на- 
ходимъ именно, что кубъ^ октаэдръ и ромбическ1й додекаэдръ^) 
Фигуры единичныя^ что числа пирамидальныхъ октаэдровъ и ку- 
бовъ, а также тр1акисъ-октаэдровъ безконечно большхе перваго 
порядка, и потому могутъ быть сравниваемы другъ съ другомъ: 
отношеше между этими числами равно отношешю плоскихъ 
угловъ, въ которыхъ находятся соответственные рад1усы; та- 
кимъ образомъ наибольшее число тр1акисъ-октаэдровъ , затЁмъ 
пирамидальныхъ кубовъ и меньше всего пирамидальныхъ окта- 



1) т. е. э.1еиевтарные изоэдры. 



>» 
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эдровъ. Накоиецъ, ^нсло гексакисъ-октаэдровъ безконечно боль- 
шое втораго порядка. 

Если нроведемъ на поверхности СФерическаго трехугольника 
КОЕ дугу большаго круга, мы получимъ н-Ькоторый рядъ гек- 
сакисъ-октаэдровъ, въ которомъ находится лишь безконечно 
большое число перваго порядка этихъ Фигуръ, сравнимое съ чис- 
лами 24-хъ-гранныхь изоэдровъ. Изъ такихъ рядовъ особенно 
зам'Ёчателенъ рядъ, отмечаемый дугою, проходящею чрезъ ре- 
бро В и перпендикулярною къ дугЬ КО^ т. е. рядъ, выражаю- 
щшся дугою 22а. Легко видеть, что грани всЬхъ этихъ гекса- 
кисъ-октаэдровъ перес^ЬЬаются съ плоскостью, проходящею чрезъ 
оси К л О по прямымъ параллельнымъ, а такъ какъ этому же 
услов1ю удовлетворяетъ и конечный членъ ряда — ромбичесюй 
додекаэдръ, то отсюда сл-Ьдуегь, что соотв^тственвыя ребра 
всЬхъ этихъ Фигуръ очерчиваютъ ромбы, тожественный съ гра- 
нями ромбическаго додекаэдра; наэтомъ основаши самыя Фигуры 
можно назвать пирамидальными ромбическими додекаэдрами, такъ 
какъ ов'Ё могутъ быть получены насаживанхемъ на грани ром- 
бическихъ додекаэдровъ четырехгранныхъ пирамидъ, высоты 
которыхъ проходить чрезъ центры граней Фигуры. Рядъ этотъ 
начинается самимъ ромбическимъ додекаэдромъ и оканчивается 
особеннымь трхакисъ-октаэдромъ, происходяшимъ огъ слит1я 
пары граней двухъ смежныхтэ пирамидъ, всл'&дств1е чего обра- 
зуются дельтоиды. Этотъ особенный тр1акисъ-октаэдръ единиченъ 
(и называется кристаллографами — лейцитоэдромъ). Ясно, что 
грани этой Фигуры параллельны ребрамъ ромбическаго доде- 
каэдра и притомъ образуютъ равные углы съ гранями, пересе- 
кающимися по соответственнымъ ребрамъ; такое соотношен1е 
граней носить назван1е «прямое притуплен1е». 

Если нроведемъ чрезъ ребро основнаго тригоноэдра плоско- 
сти, Д'1лящ1я соответственные двугранные углы пополамъ, то 
получимъ 3 новые ряда гексакисъ-октаэдровъ, въ которыхъ за- 
служиваютъ внимашя лишь конечные члены, соответствующ1е 
рад1усами р, у и 8, которые, очевидно будутъ «особыми» трха- 
кисъ-октаэдромъ, пирамидальнымъ кубомъ и пирамидальнымъ 
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октаэдромъ. Рад1усу же е, т. е. прямой перес']Ьчен1я этихъ трехъ 
плоскостей и значить оси конуса, вписаннаго въ основной три- 
гоноэдръ, соотв'Ьтствуетъ «особый» гексакисъ-октаэдръ. 

Мы уже упоминали, что ъсЪ услов1я симметр1и одинаково 
приложимы и къ подтипическимъ изогонамъ, для которыхъ по- 
этому можетъ служить то же наглядное изображен1е, хотя буквы 
въ немъ будутъ им'1ть уже другое значенхе. Для нихъ К озна- 
чаетъ октаэдръ, О — кубъ, Е — кубооктаэдръ, КО — тетра- 
гоноэдрическш притуплённый кубооктаэдръ , КВ — притуплён- 
ный окгаэдръ, ОЕ — притуплённый кубъ и наконецъ КОЕ — 
притуплённый кубооктаэдръ. 

Серш пирамидальныхъ ромбическихъ додекаэдровъ соотв'&т- 
ствуетъ зд'бсь ц-Ьпь особенныхъ притупленныхъ кубооктаэдровъ, 
характеризующихся гбмъ, что если мы отбросимъ притупляющ1я 
грани, аринадлежащ1я ромбическому додекаэдру, то получимъ 
кубооктаэдръ, тогда какъ вообще этотъ процессъ приводить или къ 
притуплённому кубу или къ притуплённому октаэдру, а именно, какъ 
легко сообразить, всЬмъ точкамъ, находящимся внутри трехуголь- 
ника КЕа^ соотв'Ьтствуютъ Фигуры, дающ1я при этомъ притуплён- 
ные октаэдры, авсЁмъ точкамъ, находящимся внутри трехуголь- 
ника ОЕлу соотв'Ьтствуютъ Фигуры, дающ1я притуплённые кубы. 

Эти изм'Ьнен1я вполне отв'Ьчаютъ гЬмъ, которыя претерп'Ь- 
ваютъ соотв'Ьтствующ1е изоэдры, если, оставляя неизм-Ьнными 
ребра, находящ1яся въ плоскостяхъ осей КО, мы будемъ вра- 
щать около нихъ грани гексакисъ-октаэдра до попарнаго ихъ 
СЛИТ1Я. При этомъ, если возьмемъ пирамидальные ромбичесюе 
додекаэдры, то одновременно сольются 2 пары граней, и мы по- 
лучимъ ромбическ1Й додекаэдръ; если же возьмемъ каше-нибудь 
друпе гексакисъ-октаэдры , то получатся пирамидальный кубъ 
или пирамидальный октаэдръ, смотря потому, изъ какого рад1- 
уса выведенъ самый гексакисъ-октаэдръ, изъ находящагося ли 
внутри трехугольника КВл или внутри трехугольника ОЕа. 

Всбмъ особымъ изоэдрамъ, какъ мы знаемъ, соотв'Ьтствуютъ 
изогоны съ гранями — правильными многоугольниками, т. е. 
особые изогоны. 



в. ОТД-В-ТЕНШ ТЕТРАЭДРИЧЕСКОЕ. 
/еская гемгэдргя). 



ентараыхъ трвгоноэдра предъидз'- 
1ТИВОПОЛ0ЖВ0Й октаэдрической осн. 
обедренвый тригоноэдръ ОКО^ съ 

60° и 60". Этоть тригоноэдръ 
у трягоноэдру средъидущаго слу- 
уть быть приняты за оси сиииетр1н 
-грани — за алоскостя сиш1етр1и. 
ы иожеиъ прии'Ёвить разсуждев1я, 
(ии, как1я ви'Ьл! 1гЬсто въ аредъ- 
п изъ аихъ, что точкаиъ О соот- 
гоч1сЬ К — кубъ; точктЬ В, какъ н 
вать ронбяческ1й додекаэдръ; но 
шь особенныиъ чденоиъ ряда фи- 
1ка1гь дуги 00, т. е. тр1акисъ-те- 
ве долашы соответствовать 12-тн- 
гетрагоналные, а тригональвые, и 
едренными трехугодьаикаив; ясво, 

иное, какъ пираиидальвые тетра- 
иьный гоноэдръ будегь им'Ьть дву- 

60". ВсЬиъ же осталлымъ рад1у- 
Н5тр1 эдемеитарнаго тригояоэдра 
^Ъ'Гранные иэоэдры, а именно гек- 
что гексависъ-тетраэдры, соотв*т- 
*жв саиыя Фягуры, что и Фигуры, 
III въ предъид}ше11ъ случа-Ь, т. е. 
ь образомъ, эти посл-Ьднхя Фигуры 
1ядъ возможныхъ гексакисъ-тетра- 

нодобно нредъидущему, мы легко 
огношен1Ю къ изогонаиъ этого от- 
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д-!Ёлен1я, а равно сд^даеыъ и друг1е 
дамъ предъндущаго случая. 

Сравнивая это отд'к1ев1е съ ар) 
некоторое раэлич1е. Тогда какъ въ 
Сфер* соотв^тствуетъ единичная 4 
напротавъ того, каждой точ1Гё, напр 
гая — о, , соответствующая Фигур 
соответствующей первой тонк*; др 
дедев1н каждая Фигура является В1 
кахдыя две Фигуры, составдяющ1я 
другоиъ. Обе же Фигуры, взятыя 
относящуюся къ первону, полногравЕ 
Фигуры этого отделен1Я въ противо! 
вдущаго, называютъ геи1эдричнын1 
нечво, назван1е это справедливо Л1 
изогоны же этого отделен1я следовал 
на; однако, какъ условный тернянъ 

Мы видели также , что не все в 
ютъ число граней вдвое меньшее чи) 
щаго отделен1я; имеется целый рт 
дляобоихъотделен]й,аиневно рядъ 
Но такъ какъ Фигуры эти предста 
случай общихъ решешй — гексакв 
траэдра и прнтоиъ вполне удовлет! 
обоихъ отделеы1Й, то саиыя отделев 
тать находящимися друп» другу 
именно геы1эдр1в. 



С. 0ТД-БЛЕН1Е ДОДЕК 

[Гемгэдргя додекаэдрическая ил 

. § 40. Бели мы соедивйиъ два 
по грани, проходящей, чреэъ оси С 



"^"* 
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ноэдръ ЕКЕ'О, одинъ изъ двугранныхъ угловъ котораго, а 
именно хоть, который им-Ьеть ребро О, измеряется 120°, а по- 
тому это ребро не можетъ быть осью симметр1и наименоватя 
вдвое меньшаго , чЬмъ нанменован1е гоноэдра типическаго изо- 
эдра, чрезъ вершину котораго проходитъ эта ось. Въ этомъ слу- 
ча'Ё, сл'&довательно, ваименоваше оси О одинаково съ наимено- 
вашемъ указаннаго гоноэдра^), а потому самый гоноэдръ обяза- 
тельно, долженъ быть правильнымъ^ а значить и радтусы^ опре- 
д'Ьляющ1е Фигуру, должны находиться въ плоскости, делящей дву- 
гранный уголъ ВОВ' пополамъ. Вращая около этойюси двугран- 
ный уголъ ВОВ^ мы получаемъ рядъ новыхъ тетрагоноэдровъ 
^КуО^ равном'Ёрныхъ со взятымъ. Въ самомъ Д'1^Л'Ё, прямоуголь- 
ные СФеричесше трехугольники ВО^ и В'Оу равны между собою 
въ силу равенства катетовъ ОВ = ОВ' и угловъ ВО^ = Л'Оу; 
притомъ^ такъ какъ величина первоначальнаго гоноэдра 

90 -*- 90 -н 90 -н 120 ^ ^^гч . - о 



ТО значить и вообще всЬ эти тетрагоноэдры представляютъ де- 
лителей 46?, и потому могутъ быть приняты за элементарные го- 
ноэдры новаго отд^ленхя, у котораго имеется тройная ось О и 
двойная — К; ребра же ^2 и В!, очевидно , уже не могутъ быть 
осями. 

Пределы, въ которыхъ изменяется элементарный гоноэдръ 
этого отделен1я, суть гоноэдры ИОВК и КОК'; таковы же пре- 
делы и съ другой стороны плоскости КО. 

Изоэдры, относящ1еся къ этому отделен1ю, им^ютъ 24 гра- 
ни, и притомъ грани тетрагональный. У изогоновъ этого отд^- 
летя плоск1е углы граней : одинъ уголъ правильнаго трехуголь- 
ника, одинъ прямой, а два друпе изменяются по величине, имея 
въ сумме 180°. Ясно, что изогоны эти косые тетрагоноэдриче- 
скхе притуплённые кубооктаэдры , у которыхъ притупляющгя 



^) Это однако не относится къ осяиъ К^ почему прохоАящ1я чрезъ нихъ 
плосЕОсти остаются пюскостямн симметр1И. 
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грааи уже не принадлежать ромбяческоиу додсмсаэдру, а ияоэдры — 
преломленные пентагональные додекаэдры. Р'1Ёшен!н, соотв'ёт- 
ствующ1я дугамъ ОК и Ой, представляютъ собою также 24-хъ 
гранные изоэдры, тожественные съ соотв^^тствующныи изоэдраии 
полнограннаго отл'Ьлен1н , а именно тр1акисъ-октаэдры и пираыи< 
дальные октаэдры. Р'ЁшеЕ11я же, соотв'Ётствующя дугЁ КЕ, 
принадлежать уже 12-ти-гранвыиъ изоэдраиъ.. Чтобы опредЬ- 
лить эти язоэдры, возьмемъ на этой дуг! произвольную точку а 
и построемъ для вея элеиентарный гоноэдръ, т. е. соединииъ ее 
дугою съ точкой О и проведемъ плоскости Ор и Оу такниъ обра- 
зомъ, чтобы двугранные углы ЛОр н Е'Оу были равны КСкс, и 
иаконеп,ъ сложииъ полученный тетрагоноэдръ рОуЯ съ прииы- 
кающямъ къ нему я ему сиииетричныиъ рО'у'ЛГ, который также 
будетъ соотв-Ьтствовать точк* а. Ясно, что получится пентаго- 
ноэдръ ^Оу^'О' — центральный гоноэдръ пентагональнаго до- 
декаэдра; а потому эти Фигуры и будутъ соответствовать точ- 
камъ дуги КВ. 

Единячныин р{-.шен1яни этого отд'Ёлен1я, соотв11тствую1цими 
точкамъ О, К я Е буду гь октаэдръ, кубъ в ромбическ1Й доде- 
каэдръ. 

Въ этоиъ, также какъ и въ предъндущемъ, случа-Ь каждому 
рад1усу соотв-Ьтствуеть дв'Ь симиетричныя Фигуры, дающ1я въ 
совокупностя Фигуру полнограннаго отд'бленхя. Это отд'Ьлен1е 
будетъ, следовательно, тоже геи1эдрическиыъ. Параллельнограа- 
нымъ же оно называется потому, что у всЁгъ его язоэдровъ 
грани попарно параллельны. Параллельногранность эта легко до- 
кажется сравнен1еиъ изогововъ этого отд'к1ен1я съ теми изого- 
нами полнограннаго отд'Ёлен1я, изъ которыхъ они образованы 
путеиъ нонерем11ннаго пронускан1я вершиаъ по опред'Ёленноиу 
закону. Сравнен1е это покажетъ, что при пропускав!и въ этомъ 
случа-Ь сохраняются противоположный вершины. 



* -Х' 
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В. ОТДЪЛЕШЕ ГИРОЭДРИЧЕСКОЕ. 

{Тироэдрическая или плаггэдрачесная гемгэдргя). 

§ 41 • Мы видели въ предъидущемъ сдуча'}^, что наииенова- 
Н1е оси Оу и только ея одной, равно наименован1ю соотв'бтствую- 
щаго гоноэдра типическаго изоэдра. Теперь, исходя изъ того же 
Фиг. 72. элементарнаго тетрагоноэдра ОЯКЯ'у допустимъ, что и ось К 
получаетъ то же наименовавхе, что и соотв^тствую1Ц1й ей гоно- 
эдръ типическаго изоэдра, т. е. 4 ; въ такомъ случае, радгусъ, 
опред'1ляющ1Й Фигуру этого новаго отд']&лен1Я, долженъ нахо- 
диться также и въ плоскости, делящей двугранный уголъ ЕОШ 
пополамъ; поэтому, чтобы получить ъо/^ возможный р'Ьшен1я, 
придется вращать не только двугранный уголъ ^В0^^' около его 
ребра, но также и двугранный уголъ ВКЯ\ такъ что каждой 
точк^Ь на Сфер*, взятой внутри тетрагоноэдра КМ'ОВ^ будутъ 
соответствовать опред^ленныя положен1я обоихъ двугранныхъ 
угловъ. Указаннь1мъ способомъ получится однако тетрагоноэдръ 
ОгКЯ^у который, очевидно, не можетъ быть элементарнымъ, уже 
хотя бы всл^дствге неравенства дугъ ОВ!^ и Ог^ благодаря кото- 
рому О уже не будетъ осью симметрги, какъ это предположено. 
Но если отложимъ ОВ^^ = ОВ!^ и загЬмъ проведемъ дугу боль- 
шаго круга ВуВВ^ до перес^ченгя съ дугою ЛГг, то получимъ 
пентагоноэдръ, который , какъ сейчасъ докажемъ^ есть действи- 
тельно элементарный гоноэдръ новаго отделен1я. Въ самомъ д*- 
л*, СФерическ1е трехугольники ОИИ^ и ОВВ^^ равны между со- 
бою, такъ такъ ОЖ = 0В я уголъ В!ОВ\ = ВОВ^ , а также 
ОВ^^ = ОВ^ по УСЛ0В1Ю. Отсюда сл-Ьдуеть, что и уголъ 
ОВ'В^^^ = ОВВ^' ; вследств1е же равенства этихъ угловъ рав- 
ны и ихъ дополнешя до прямаго, т. е. В^'В'К=В^ВК, а 
такъ какъ, кром* того, КК = КВ и уголъ В!КЙ^ = ВКВ^ по 
УСЛ0В1Ю, то следовательно и сФеричесше трехугольники В'В^К и 
ВВ^К равны между- собою, а потому и КВ^ = КВ^. Далее, 
СФерическш многоугольникъ ОВ^В^КВ\ = ОВКЖ -4- 0В^1 -*- 



-+- КВ^В — 0К1^^ — КИ'К\ , или , другими с^оваии, нов 
пентаговоэдръ ранном'Ьренъ первоначальному тетра1'оноэдру 
сд^довательво изи'Ёряется 15'^. 

Еси соедивииъ точку С съ Д,, В\ в Д^, то получииъ, < 
Д ОСД^ синмстрнченъ Д ОСВ\ я А КСИ^ сииметрич» 
А КСВ^; изъ этого заключаемъ о равенств-Ь Си, = С^^=С^ 
принявъ во внииан!е равенство ЛД1 = Лйз, найдемъ, что 
СДД, сиииетрнченъ Д С'МВ^ и значить < СЙД, = < СВ. 
т. е. оба угла пряные. Поэтому на самый элемевтарныЗ нев' 
гоноэдръ можно смотр-Ьть какъ на гексагоноадръ съ двугр; 
ньшъ угломъ Е^ВВ^ равнымъ 180", коего ребро есть ось С1 
иетр1в въ 180". 

Разсуждая подобно предъидущеиу, мы найдемъ, что оби 
р'6шен1е этого отд*лен1я есть тетрагональный пентагонъ-нзоэ; 
или гвроэдръ; всЬ же остальныя р'Ьшен1я тожественны съ 
шев1ямн полвограннаго отд'Ёле1пп. 

Пред-блаии элеыеятарныхъ гоноэдровъ этого отдй10Н1я I 
дуть тетрагоноэдръ ЖОВК и тетрагоноздръ ОАВК. ПерЕ 
изъ няхъ соотв*тствуетъ ц-Ьлому ряду тр1акисъ-октаэдровъ 
второй — ромбическому додекаэдру. 

Зд'Ьсь, какъ и во всйхъ разсиотр'Ёцаыхъ геи1эдрвчеси1 
отд-к1ев1яхъ, всевозможный Фигуры располагаются попарно 
притомъ дв'Ё Фвгуры одной пары симметричны. Но такъ ш 
это отд-Ьлен1е отъ двухъ первыгь отличается отсутств1емъ п 
скостеЙ симнетр1И, то и об* Фигуры одной в той же пары буд; 
отличны одна оть,другой, что и составляетъ особенность фиг; 
этого отд'6лен1я. Для отлич!я одну Фигуру пары вазывають п 
вою, а другую л'Ёвою : звачитъ правая Фигура несовн'1стима I 
какъ говорятъ еще, энант10морФна съ л-Ёвою Фигурой той 
пары. 

Разсиатривая выведенныя ген1эдрическ1я отд'1лешя, I 
кром* получевныхъ уже отлвчШ въ услов1ягь сииметр1и, на 
дииъ еще сл'Ёдующ1я общ1я различ1я. Общее р*шен1е тег 
эдрвческаго отд1лен1я представляютъ тригональные изоэ; 
(также какъ и въ полиогравноыъ отд'кюнЁи); общее р'Ёшен1е 
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декаэдрическаго отд'Ь|ен1я — тетрагональные, а общее р^шен1е 
шроэдрическаго отд'1лен1я — пентагональные нзоэдры. Элемен- 
тарный гоноэдръ тетраэдрнческаго отдйлен1я еднннченъ (также 
какъ и въ полногранномъ отд-^Ёенхи); элементарный гоноэдръ до- 
декаэдрическаго отд-Ьлешя соотЕЬтствуетъ ряду р]&шен1й, выра- 
женному на СФерЬ отр'1^конъ дуги, а элементарный гоноэдръ 
гироэдрическаго отд'^Ёёнхя особенный для каждой Фигуры, м 
значить элементарныхъ гоноэдровъ въ додекаэдрическомъ отд-Ь- 
ленш суц^ествуетъ безконечное множество перваго, а въ гвро- 
эдрпческомъ — безконечное множество втораго порядка. 

Е. ТЕТАРТОЭДРПЧЕСКОЕ ОТД'ЬЛЕШЕ. 

(Тетартоэдргя). 

§ 42. Если мы совокупимъ около додекаэдрической оси че- 
тыре элементарныхъ гоноэдра полиограннаго отд-ЬленЕЯ, то по- 
фиг. 73. лу^имъ тетрагоноэдръ съ двугранными углами въ 120^^, 120^, 
90^ и 90^, т. е. центральный 1Ч)ноэдръ ромбическаго додекаэдра. 
Легко вид'1Ьть, что къ нему ирнложю1ы разсужден]я аналогичный 
гЬмъ, который послужили для вывода гироэдрическаго отд'к1ен1я. 
Совершенно подобнымъ же образомъ докажемъ, что, вращая 
около осей О и О' двугранные углы гоноэдра и употребляя ука- 
.заиное выше построеше, получимъ пентагоноэдры К^О'К\ОК^, 
которые можно принять за эаементарные для новаго отд'к1ен1Яу 
и притомъ, также какъ въ гироэдрическомъ отд^леши, каждое 
положен1е двугранныхъ угловъ или, иначе, каждый элементар- 
ный пентагоноэдръ соотв^^тствуетъ лишь одному пентагональ- 
ному изоэдру. И зд^сь на К, также какъ на Е въ предъидущемъ 
отд^ленш, можно смотр'1^ть какъ на шестое ребро, представляю- 
щее ось симметр1и въ 180^. 

Въ этомъ отд^лен1И; также какъ и въ гироэдрическомъ, пло- 
скости симметр1И вовсе отсутствуютъ , и оси симметр1И тЬ же и 
того же наименовашя, что въ отд1лен1Яхъ тетраэдрическомъ 
и додекаэдрическомъ. Общее р'Ьшенхе этого отд'Ьленхя — 1 2-ти- 



"ЗС^т-^^-г^ -»тт-'^ . ^■;; / 
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гранный изоэдръ , а именно тетартоэдръ или косой трифокальный 
пентагонъ-изоэдръ. Р'Ьшешя по дугамъ КО, ОН и КВ будутъ 
также 1 2-ти-гранные изоэдры, а именно пирамидальный тетра- 
эдръ, дельтоидъ-додекаэдръ и пентагональный додекаэдръ^ пос- 
л'1Бдняя Фигура есть лишь одна изъ особенныхъ Формъ тетарто- 
эдра. Оси О, какъ рад1усу, соотв'Ьтствустъ тетраэдръ, оси К — 
кубъ; радхусу Я по прежнему соотв-Ьтствуеть ромбическш до- 
декаэдръ. Въ самомъ а\1% въ первой оси, какъ тройной, сли- 
ваются три рад1уса, во второй, какъ двойной, сливается два ра- 

Д1уса; В же уже не будетъ осью. 

Въ этомъ отд*лен1И каждому рад1усу соотв'Ьтствуютъ 4 сим- 
метрично расположенные рад1уса, или, что все равно. Фигуры сое- 
динены въ группы по 4 въ каждой; вапримЬръ рад1усу а,, нахо- 
дящемуся въ пред'Ьлахъ трехугольника ОВК^ будетъ соответ- 
ствовать два симметричные рад1уса а^ — въ пред'Ьлахъ трех- 
угольника ОВК и а, — въ пред'Ьлахъ трехугольника О'ВК, 
точно также рад1усу а^ булутъ симметричны а^и а^ и т. д. Сово- 
купность же всЬхъ четырехъ Фигуръ одной группы даетъ Форму 
полнограннаго отд^летя. Въ силу отсутств1я плоскостей симмо- 
тр1икаждыя дв* симметричный Фигуры группы будутъ различны, 
т. е. не совместимы или энант10морФНы; поэтому каждая группа 

состоитъ изъ двухъ паръ различныхъ Фигуръ — правыхъ и л*- 
выхъ. 

СИСТЕМА ДОДЕКАЭДРО-ИКОСАЭДРИЧЕСКАЯ. 

А. ОТДМЕШЕ ПОЛНОГРАННОЕ. 

§ 43. Основной тригоноэдръ этого отд'Ьлен1я им^еть дву- 
гранные углы въ 90°, 60° и 36° и значить изм-Ьряется въФиг. 74. 

90-Н60-4-86 пл о 

2 90 = 3 градуса, и есть, очевидно, ничто иное 

какъ центральный гоноэдръ гексакисъ— икосаэдра. Фигуры, со- 
отв*тствующ1я А^тамъ БТ, Т^ и ^^ должны быть 60-ти-гран- 
ные изоэдры, а именно, какъ легко вид'Ьть, пирамидальные до- 
декаэдръ и икосаэдръ и трхакисъ-икосаэдръ. Ребрамъ же I), ^ 
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осямъ, соотвЬтствуЕотъ э^ементарные нзоэдры — до- 
якосаэдръ и тр1акО[1таэдръ. Д\т^ Га, нормальной къ 
соотв^тствуютъ пирамидальные тр1аковтаэдры. Точ- 
1 5 перес'Ёчен1я дугъ, д'бдящвхъ попо1аиъ углы основ- 
1ческаго трехугольника, съ противоположныии сторо- 
в'Ьтствуютъ особые изоэдры. Наконецъ, точк* е пе- 
вебхъ этяхъ дугь и отв^Ьчающей оси ковуса, впвсан- 
ементарный тригоноэдръ , соотв-Ьтствуегь особый гек- 
)саэдръ. 

1,е, вс^ выводы, относящ1еся къ Фигураиъ этого отд'к- 
голько аналогичны выводамъ, сд'Ёланнынъ для полно- 
отд^лев1Я кубооктаэдрнческой систеыы, что н^гь на- 
М*сь какъ бы повторять ихъ вновь. Существенное 
•того отд-Ьлен^я состонтъ лишь въ томъ, что ось В 
иненовав1е 5, а не 4. 

одя къ выводу геи!эдрическвхъ отд'Блев1й по уже из- 
наиъ способу, мы легко уб-^динсн, что въ этой системе 
аналогвчныхъ тетраэдрическому и додекаэдрическоиу, 
вуетъ, а остается лишь одно геи1эдрическое отд'Ёлея1е, 
)е гироэдрическому въ нубооктаэдрической сист'см*. 



В. ОТД'ВЛЕНШ ПЕНТАГОНОЭДРИЧЕСКОК 
ГемЫргя додекаэдроикосаэдрической системы). 

нтарный изоэдръ этого отд^Ьлон1Я есть пснтагопоэдръ 
*, , построенный изъ двухъ элементарныхъ гоаоэдровъ 
цаго отд-Ьленхя вращен1емъ двуграняыхъ угловъ Т^Т 
коло ихъ реберъ, отложс1пеиъ ^Т^ = ^Т^ и проведе- 
•■ Т^^ТТ^ чрезъ ребро Т до перес-Ьчешя съ дугою 1№. 
построенному такимъ образомъ нентагоноэдру соотв1&т- 
^&который пеитаговальный пеытагонъ-изоэдръ, какъ фв- 
:эдричная относительно гексакосъ- икосаэдра, а каж- 
усу а соотв^тствуетъ симметричный рад1усъ а^, и зна- 
Фнгуры этого отд-блсихл соединяются въ пары симне- 
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тричныхъ. Въ силу же отсутств1я плоскостей I 
гуры каждой пары энантюиорфвы, и могугь 
какъ правая я л'Ёвая. 

§ 44. Разсиотр^въ, такимъ образоиъ, всё 
свииетрЁю правальныхъ многогранниковъ или 
нвии въ связи 110 иэроэдр1и, я соединивъ ш 
изв^стныя уже наиъ Фигуры въ систеыы и ( 
лииъ, что въ эту классификащю вошля вс^ во 
р^шен1я, полученвыя пани въ предъядущек 
путеиъ. Другими словами , вс^ частвыя р') 
и тяпическихъ изоэдровъ находятся въ тЬсн 
вяльнымв иногогранникани и р^эко распред{ 
стены. 

Теперь изучииъ связь, существующую м: 
систенанв. Сложимъ около точки О 5 элеиетп 
эдровъ додекаэдроикосаэдрической системы, I 
ФИГ. 76; ны получаенъ тетрагоноэдръ АВВ1 
половику центральнаго гоноэдра правильнаго 
гранный уголъ при вершин']^ В составляетъ 
двугранному углу при Р^ а сторона ВВ рав 
проведя дугу ВЛ, мы отд'кчинъ некоторый 
угольнвкъ, который можемъ приложить къ 
образомъ, чтобы сторона ВЛ пошла по дугЁ 1 
продолжен1С дуги ЛР. Сд-Ьлавъ это, получав 
ЛВв, равпон-йрный съ первовачальиымъ чет 
но ин^ю1Ц1Й иные двугравные углы, а именно 
взъ нихъ 120°, а сунна двухъ другихъ доля 
выводится иэъ его величины), то всл^дств1е ; 
нихъ между собою каждый взъ нихъ равенъ 
ничто иное какъ центральный СФерическ]й тр< 
мидальнаго октаэдра. Ребра соотв^тствующаг 
опред-Ьляюгъ собою положен1в осей кубооктаэд 
а нневно Л а О принадлежать кубическииъ о 
октаэдряческой; ось же додекаэдричесная буд 
АО^ т. е. точка Е. 
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ноженъ сделать рядъ :1аключсп1Й. Мы ввд-к1и 

ось октаэдрвческая совпадаетъ съ икосаэдриче< 
еская — съ трЗакоЕггаэдрическою; отсюда зак^ю- 
торыя 8 п^оскостей икосаэдра иогутъ произвести 
довательво некоторые 4 — тетраэдръ')), а «"Ь- 
костей тр1акоЕ1таэдра иогутъ провзвестн кубъ. 
1иисн ца выводе бол'Ье общихъ отвошен1н между 
ми. Понятно, что если иы съуиЪеиъ элеиентар- 
дной системы одинаковымъ образоиъ разделять 

чтобы, складывая соотв'Ётствевавм частя аЬ- 
1ныхъ гоноэдровъ, подучить изъ нихъ совокуп- 
ныхъ гоноэдровъ другой системы, Фигуры, при- 
иъ обоииъ снстенамъ и соотв-ЬтствуюЕщя взятынъ 
(утъ находиться другъ къ другу въ отиошенм 
ъ сейчасъ увидимъ, это Д'Ьйствительно ии'1етъ 
горыгь отд-к1ен1й. 

готы иы будеиъ ребра и грани гоноэдровъ 
не ва Сферическую поверхность, а на поверх- 
!аго додекаэдра. На приложенной Фигура оси 
же буквами, что и въ иредъидущемъ иэдоженш. 
5мъ тетрагойоэдръ Л, К", В^ О; за элементарный 
его тому ряду изи'Ьнен1й, какому онъ же подвер- 
каэдрическомъ отд%лен1В, то вообще получимъ 
агоноэдръ а'К, аО^ , который будетъ удовлетво- 
I указаннымъ услов1ямъ, а нменно всё элементар- 
|раввльваго додекаэдра одинаково разд'Ьляются на 
1Я изъ трехъ парь снежныхъ таких^ частей около 
1 додекаэдра составить тетрагоноэдры, равные 

элементарные тетрагоноэдры додекаэдрическвго 
)да заключаемъ, что есть вообще фигуры додекаэдри- 
тя кубоокттдрической системы' находятся въ 
чоэдрги къ фигз/рамъ додекаэдроикосаэдричетой 



тен1е изображено ни фиг. С1. 
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Теперь взсд'&дуенъ бляже это отнотен1е. Ясно, что каждому 
рад1>'су вектору будетъ соответствовать два изоэдра, сиотря оо 
тому, какой говоэдръ иы првиенъ за элеиевтарный. Въ общенъ 
случа'Ь каждому рад1усу соотв1тствуютъ — некоторый гекса- 
кясь-икосаэдръ и в1&который прелоилевный певтагональный доде- 
каэдръ. Отвошен1е этихъ отд*лен1й будетъ, следовательно, отво- 
шен1е пемптоэдрш. Но однако не всё гексаквсъ икосаэдры спо- 
собны давать преломлеаные пентаговальные додекаэдры. Очеви- 
дао, что гексакисъ-икосаэдры, соотв^Ьтствующ1е прямой 01^, 
дадутъ пирамидальные октаэдры ; изъ этвхъ Фигуръ одеш, соот- 
ветствующая точке с перес'Ёче11]я прямой О, Е^ а аЬ — апоФевтЬ 
грани праввльнаго додекаэдра '), представляетъ собою не гекса- 
квсъ-вкосаэдръ, а некоторый пираиидальный додекаэдръ. Далее, 
гексаквсъ- икосаэдры, соответствующхе прямой 0^К^ , дадутъ тр1а- 
кисъ-октаэдры ; изъ ФИгуръ этоео ряда та, которая соответствустъ 
точке ^ цересечен1я нрнмой 01Й',съ апофемой а'Ь, будетъ не гек- 
саквсъ-вкосаэдръ, а некоторый пвраиидальный додекаэдръ, а та, 
которая соответствуетъ точке пересечен1я е прямыхъ О^К, и а'^, 
будетъ некоторый тр1акисъ-вкосаэдръ. Далее, пирамидальные 
икосаэдры, соответствую1Ц1е прямой О,./, дадутъ вообще пре ■ 
ломленные пентагональные додекаэдры; но нвраиидальцые ико- 
саэдры, соответствующ1в пряной ^К^, дадутъ пентагональные 
додекаэдры. Точно также и тр1акисъ-икосаэдры, соответствую- 
щее прямой 010 дадутъ преломленные пентагональные додека- 
эдры, а прямой 1а — пентагональные додекаэдры ; изъ оослед- 
нихъ, однако, хоть, который соответствуеть точке Щ, будетъ 
уже не пентагональный, а ромбвческ1Й додекаэдръ'). Пирами- 
дальные додекаэдры , соответствуюице прямынъ аЬ и Ьа, дають 
вообще также преломленные аевтагональные додекаэдры, влвшь 
те 2 взъ аихъ, которые соответствуютъ точкавгь с ш Л, дадутъ, 
какъ мы уже уаонинали, нираиидальный октаэдр1> в тр1акйсъ- 
октаэдръ. Накоиецъ, точк* О, соответствуютъ вкосаэдрънокта- 



') Въ и^дующенъ миожев111 точка она' прининаются за цевтры гра- 
ней правндьваго юлекаэдра. 

*) ^и отвошев!)! изображены вп фнг. С2| 68 и 64. 
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эдръ, точк* К^ — тр1аконтаэдръ и кубъ. Правильвый додека- 
эдръ, соотв^тствующш точк^ а мэроэдриченъ по отвошевхю къ 
в^котороиу певтаговальвому додекаэдру изъ ряда К^В^; шро- 
ЭДР1Я эта уже представляеть тожество, а тр1аковтаэдръ, соот- 
в'1тствующ1Й точк'Ё 6, иэроэдричевъ по отношев1ю къ в'бкото- 
рому арелоиленному певтаговальному додекаэдру. Икосаэдръ, 
соотв^тствующ1Й точк^ «7, мэроэдрвченъ по отношев1Ю къ неко- 
торому певтаговальному додекаэдру. Отсюда мы заключаемъ, 
между прочимъ, что трхаконтаэдръ представляетъ собою комби- 
нац1Ю н-Ькотораго преломлевваго пентагональнаго додекаэдра, 

^^ИI^ 78. соотвйтствующаго точк* й, съ кубомъ, соотв'Ьтствующимъ точк* 
Я^, какъ это изображево на фиг. 78, а икосаэдръ представляетъ 
комбивац1ю в']Ькотораго певтагональваго додекаэдра, соотв^т- 

Фиг. 79.ствующаго точк* «7, съ октаэдромъ, соотв^тствующемъ точк^О^, 
какъ это изображево ва фиг. 79. 

Такнмъ образомЪ; отношешя, существующ1я между Фигу- 
рами об^ихъ системъ довольно сложны, хотя, по общему случаю, 
продставляю'гь пемптоэдр1Ю. 

]Осли мы построимъ тетрагоноэдръ О^К^О^К^ и подвергнемъ 
т'о гЬмъ изм*нсп1ямъ, какимъ онъ подвергается въ тетарто- 

^'т 9ш щтнасноиъ отд'Ьлен1И, то получимъ какой-нибудь пентаговоэдръ 
()^п,(1р^^ который также удовлетворяетъ услов1Ямъ, о которыхъ 
гоиороно выше, и потому можетъ быть принять за элементарный 
птгщуь Фигу1)ъ мэроэдричвыхъ по отвошев1ю къ Фигурамъ 
;|/1Ав1тэдроикоса:»дрической системы, и значить есть вообгце фи- 
%11ры тштарто^дртеснаю отдгьленгя находятся въ отногиети 
м.рро,90рги нъ фигурам додекаэдроикосаэдричесной системы. 

И;и;л'Муемъ ближе это отвошеше. Вообще, каждому радхусу 
гп^пничугпують в'Ькоторые тетартоэдръ в^который и гекса- 
ии^^-икос^оэдръ. Отношенхе между этими двумя 0тделев1ями есть, 
/ ^ит^^твлм^Оу декатоэдр]я. Изъ гексакисъ-икосаэдровъ г1,кото- 
^ФИ* Г.41Ш в1>тствуютъ прямой О^Д, даютъ не тетартоэдры, а тр1а- 
^'^/^/ 'Н^1|шэдры; точка с перес']&чсв1я прямой О^В съ апоФемой аЬ 
(о^п^Ьтнуеть впрочемъ не гексакисъ-икосаэдру, а пирамидаль- 
иоиу ;|///М^кд;|дру. Точно также гексакисъ-икосаэдры, соотв^т- 
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ствующ!е прямой О^К^ даютъ не тетартоэдры, а пирамидальные 
тетраэдры; взъ ыихъ гЬ, которые соотйтствуюгь точк* 4 пе- 
рес'&чев1Я аряыой О^К^ съ апоФеиой и точк^ а — той же пряной 
съ пряною а'^, ве гексакисъ-нкосаэдры, а анраиида1ьнь]й доде- 
каэдръ и тр^акнсъ-икосаэдръ. Пирамидальные икосаэдры, соот- 
в^Ьтствующ1е прямой 0^^, даютъ тетартоэдры; точк* 6 соотвйт- 
ствуетъ о^щакожъ тр1аконтаэдръ; пирамидальные икосаэдры, со- 
отв^тствуюоЦе врниой К^, даютъ пеитагональвые додекаэдры. 
Тр1акисъ-икосаэдры, соотв'Ьтствующ1е прямыиъ 0^аа^а,', даютъ 
тетартоэдры крои-Ь того, который соотв*тствуетъ точк* е и 
даетъ пирамидальный тетраэдръ; трхакисъ-икосаэдры же, соот- 
в*тствующ1е прямой ^а, даютъ певтагональные додекаэдры, въ 
тоиъ числ'1 и ромбическ1Й додекаэдръ, соотв'Ётствующ1Й точк-Ь 
В. Пиранвдальаые додекаэдры , соотв'^^тствуюпие пряныиъ аЬ, 
аЬ\а'Ьша'Ь', даютъ тетартоэдры, крон* т^хъ, которые соотв'Ьт- 
ствуютъ точкаиъ с, Л, с' ж ^ . Икосаэдръ, соотв*тствующ1Й 
точк* /, даетъ пентагональвый додекаэдръ, а — точканъ О^^О^ 
даеть тетраэдры. Правильный додекаэдръ, очевидно, общая Фи- 
гура для обоихъ отд'Блен1й. Тр1аконтаэдръ, соотв'Ьтст8уюп11Й 
точкаиъ К, даетъ кубъ; поэтому на него можво смотреть какъ 
на комбиваа1ю двухъ тетартоэдровъ и куба, что и понятно, такь 
какъ преломленный пентагональвый додекаэдръ действительно 
представляетъ комбинац1ю а^Ькоторыхъ двугь симметричвыхъ 
тетартоэдровъ; икосаэдръ же представляетъ коибинащю н-Ько- 
тораго пентагональнаго додекаэдра съ двумя тетраэдрами, что 
также естественно. 

По отношешю же къ геи1эдрвческииъ Фигураиъ додскаэдро- 
икосаэдрической системы, Фигуры тетартоэдрнческ1я ии-Ьютъ от- 
110шен1е пенптоэдр1и, въ чеиъ можно уб'Ьдиться, если принять во 
вяииан1е, что октаэдрическ1я оси посхЬдввхъ совпадаютъ съ не- 
которыми (икосоэдрвческиии) осями первыхъ, в если мы сложииъ 
5 элемеЕ1тарныхъ пентаговоэдровъ гем1эдрическаго отделения до- 
декаэдро-икосаэдрической системы около додекаэдрической оси, 
то полученный полиговоэдръ будеть раввоиеренъ центральному 
гоноэдру тстартоэдра. 
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шваемыи какъ правильный много- 
ъ собою особую систему симиетр1Я. 
им'Ьть ве^нчвву ноль. Поэтому тЪ 
1утъ плоскостями сиыметр1и, всЬ ра- 
1ьн-1&бшвхъ подразд'Ёден1й эта высо- 
1 ии-Ьеть. 



Я тнпическихъ иэоэдровъ и подти- 
«хъ изогоковъ. 

нибудь Фигуру, относящуюся къ об- 
1хъ изоэдровъ, напрвн-Бръ аевтаго- 
^дуенъ УСЛ0В1Я его сиинетрга. У него 
)&', которая по своему подожен1ю за- 
ражается обыкновенно въ вертикадь-* 
п^Ёется еще 5 д&ойвыхъ осей, со- 
соедвняющииъ средины протввоио- 
[ находящихся въ плоскости, перпеи- 
г проходящей чрезъ центръ ФИ17ры, 
аскостъю. Поа-бдояя плоскость, не 
заключаются оси снииетр!! не есть 
Это показываегь, что саиая фигура 
1НЫ1П> взоэдроиъ снстеыы. Проведя 
1СТВ грани, синиетричныя всЬиъ гра- 
нь новую — дидекагональвую бнпи- 
нетъ всЬиъ услов!я1ГЬ основваго изо- 
осн,наяненовашя 10, имеется десять 
I 2 ; кр01гЬ главной оюскости синне- 
]ыхъ плоскостей свннетрш, проходя- 
Эта Фвгура, какъ основная, ножетъ 
>нъ для построения сгЬдуюп;ен си- 



СИСТЕМА ДЕКАГОНАЛЬНАЯ. 

А. ОТД'ЬЛЕПШ ПОЛНОГРЛННОЕ. 

ЭлсиеЕггарный тригоноэдръ ВРР^ съ двугранны 
90°, 90° и 18°; его ребра — оси симиетр1в, а грг 
сте си11иетр|И. Каждому рад1усу вектору соотв'Ё' 
гравяый изоэдръ, а ииснно вообще двдекагонадьныя 
изъ нить тЬ, который соотв'Ьтствуютъ дугЬ Ва, д1 
РВР^ пополаиъ, будутъ ии-бть своими освован1ЯН1 
20-уго1ьник1 И потому будутъ вкосигональныни 
ни; вакоысцъ та иэъ нихъ, которая соотв-Ётствуег 
рес^<1еЕ11я дугъ Ва съ дугами Р^ в Р,у, д-ктящими 
ответственные углы, есть особая икосягональная 
Фигуры, соотв^тствуюиия д)тамъ обвода ВР, ВР^ 
виеть число граней вдвое меньшее, а именно первь 
отв^тствуютъ декагональныя бипираииды, а посл^. 
кагональная нризма. Призма, соотв-Ьтствующая тс 
вкосигональнан. Тоякаиъ ^ и у соответствуютъ о< 
нальныя бипираииды . Точкамъ Ра Р^ соотв^тств, 
нальныя призмы. Точк* В соотвЬтствуетъ лишь па 
ныхъ плоскостей, носящая назван1е базопияакоида. 

Такииъ образоиъ, для системъ изоэдровъ, при 
общинъ р^шешанъ, является характерныыъ прису 
тыхъ Фигуръ. Изоэдравгь этимъ, какъ мы знаемъ, со^ 
изогоны — пдоск1е многоугольники и даже отр1^зк1 

Дуга Ва, делящая уголъ РВР^ поноламъ, ра 
нентарный сФеряческ]й трехугольникъ на дв-Ё рав: 
тричвыя части , всл'Ьдств1е чего каждому рад1усу < 
гоноэдре яи'Ёется симметричный ему рад1усъ а, . 
возиожныя Фигуры раэд'кдяются на 2 группы сн 
Фигуръ; одна группа соотв-Ьтствуотъ трехугольник) 
гая ВР,а. Чтобы отличить эти дв'Ь группы услов! 
оси Р и Р, и называють одну изъ нвхъ наприи^ръ 
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■ежуточною, хотя оси эти и не пред- 
1ч1я въ геоиетрическонъ характер^:, 
'уры, соотгЬтствующ^я дуганъ ВР в 
вазван1Я1га; Фигуралъ ВР прнсвои- 
рермго, а Фигуранъ ВР, — Фигуръ 

въ систенахъ 11рави1ьныхъ многогран- 
}1П> всЬ ге111эдричес1[1я отд'Ь1ев1я, еега 
ФУ иенентарныхъ гоноэдровъ нл ви- 
пбудь закону, ттобы новый гоноэдръ 
ценевтарваго. Поступая таквнъ обра- 
ощ1е с^уча■. 

иентарные говоэдра по ребру ВР, , то 
ЧР\ удов^етворяю[Iц^ ветаидо усло- 
оэдра какого-нвбудь отд-11ен1Я, во и 
снствы, а нменво смггеиы, ■1гЬюп1ен 
пе (наорвн^)ъ пентагональной). По- 
погранвому отд^лешю новой светены, 
у входпъ въ б02Ъе депиьвое раэсно- 
жно одваБО мы можекъ счггать такое 
I называть эту гешэдр^ю дигонал>ною. 



=: СКАЛЕНОЭДГиЧЕСКОЕ. 

/*,, КАКЪ оком осж. лугу РР, мы взъ 
нъ /кВр раввокйрмЛ сь вервымь в 
гь ыему в т л рваго. мж от<^юсж1ь оса 
/\ в В: ввг1ггй гъ т1*ь ■гя ед вугь 
пв ■ ажолх-л сшоктрЫ ВР,. Такъ 

дйцшк-д ва лтг^ Рк, к>р 
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Обшпгь р^шев1еиъ этого отд'к^ен^я будетъ аеатагона 
скаленоэдръ. Пред'Ьльвымя эдеиентарныин гоноэдраин это) 
д-^мен^я будутъ РВР' в дягоноэдръ ВР'В'Р^ ; каждому элеме 
нону гоноэдру ыаирии'Ьръ рВр' соотв^тствуетъ рядъ фй 
отв^чающихъ д^гг^ Р^а, нормальной къ рр'. Дугаиъ ВР 
соотв^Ьтствуюгь пектагональные дельтоэдры, а остальны] 
гуры тожественны съ соотв'Ьтственныии Фигурами полвс 
наго отд'Ёлеш. 

Фигуры этого отд^Ё1ен1я, какъ впрочеиъ и Фигуры 
отд^летй, предетавляющнхъ об1Ц1я р11шев1н изоэдровъ, < 
няЕотся въ свмиетрвчаыя пары. 

С. ОТДЪЛЕНХЕ ТРАПЕЦОЭДРИЧЕСКОЕ. 

{И^пецоодрическая гемгэдргя). 

§ 48, Въ прсдъидущеиъ случае мы принимали ось В ■■ 
наиневован1я 5, т. е. вдвое ыеньшаго ч-Ьмъ наимеяован1е 
эдра тицическаго взоэдра, чрезъ вершину котораго ирох 
эта ось. Теперь принемъ ее за ось навиенованЫ 10. Въ т; 
случае воэможныя р'Ьшешя будуть находиться на дугЁ, дй1 
уголь В пополамъ. Поэтому, если при новыхъ услов1Яхъ с 
трш иы пожелаемъ получить Фигуру, соответствующую н! 
рому произвольному рад1усу ве1ггору а, то должны уголъ . 
вернуть около его ребра до тЬхъ поръ, пока его равнод^ 
не пройдетъ чрезъ точку а. Пусть новое положен!е угла 
будетъ 5Ве. Дугу РР,Р' иы тоже можеиъ принять за уго 
180°, ви^юирй вершвну въ точк^ Р,. Если Р, есть ось н 
новац]я 2, т. е. того же, что и наииенован1е гоноэдра тв 
скаго взоэдра, чрезъ вершвну котораго проходить эта О) 
Для того, чтобы получить Фигуру, соотв-Ьтствующую р( 
вектору а нужно также и уголъ РР,Р' повернуть около ег 
бра Р, ДО тбгь поръ, пока равнод'Ёляш^я, т. е. дуга аР, 
пендикулярвая ко РР, не пройдетъ чрезъ точку а. Теперь, 
Ж1въ В^ =: Ву, соедвнввъ ^ съ Р в продолживъ рР до пе 
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чен1я съ 7^1 въ точк'Ь а, мы получимъ тетрагоноэдръ Вуар, 
удовлетворяющШ, какъ мы сейчасъ докажемъ, всбмъ услов1ямъ 
эдементарнаго, а именно онъ будетъ гоноэдромъ, равнои'Ьриыиъ 
съ РВР и притомъ Рр = Ра, Р^а = Р^у и Ра X ар. 

Если бы указанный отношешя были справедливы, то по- 
строен1е того же гоноэдра мы могли бы произвести таквмъ обра- 
зомъ : соединить а съ Р и Р^ , провести ар ^» аР и а*у X аР^ , 
отложить 2^ = Ра и Р{^ = Р^а, и наконецъ соединить Р и у 
съ В. При такомъ построен1и пришлось бы доказать, что В^=В'Ху 
что уголъ р Да = уВа = РВРу^ . 

Соединимъ точку а съ а, р и у, а также а съ В. На осво- 
ван1И УСЛ0В1Й построен1я заключаемъ о симметричности прямо- 
угольныхъ треху гольниковъ Р^Ь съ Ра|л и Р,уб съ Р1а(л. Сим- 
метричность 'же этихъ трехугольниковъ влечетъ за собою равен- 
ства |ла съ рЗ и уе, откуда заключаемъ о равенств!^ посл^^дниxъ 
между собою, т. е, р8 = уе, а въ силу равенства ВЬ = Ве, полд- 
чаемъ В^=^ Ву. Но по арцчин'б симметричности трехугольни- 
ковъ Рр8 съ Ра[А и Р|уе съ Р^а^ им'&емъ также Р8 = Р|1. и 
Р^€ = Р^\к^ а это влечетъ за собою равенство угловъ 1ВР съ 
аВР и уВР^ съ аВР^ , почему и ЬВР -ьг ^ВР^ = аВР -н 
9'аВР^ = РВР^.' Но въ силу равенства всЬхъ сторонъ трех- 
угольники ^Ва и уВа симметричны, откуда заключаемъ, что уголъ 
р Ла аг у^^а, а такъ иакъ ихъ сумма вдвое больше РВР^ , то 
каждый изъ нихъ равенъ РВР^ . 

Симметричность и ел 1^довательно равном^рность упомянутыхъ 
раньше трехугольниковъ РрЗ съ Ра^к и Р^уе съ Р^а^к влечетъ за 
собой равномерность построеннаго гоноэдра съ гоноэдромъ ЗВв, 
но такъ какъ уголъ ЬВР=еВР^^ что видно изъ того, что 
ЬВР=оВР, (1ВР-^(1ВР, = РВР,, РВР, = Р,ВР' и нако- 
шщъ лВР^ = ^ВР^ , то значить и гоноэдръ РВР^ равном'Ьренъ 
си ЬВг^ а сл'1^довательно и съ построеннымъ. 

Такимъ образомъ, дМствительно, каждому радхусу а соот- 
кктствуетъ особый гоноэдръ Дуар , который можетъ быть при- 
нягь за элементарный, а такъ какъ гоноэдръ этотъ есть цен- 
тральный гоноэдръ декагональнаго трапецоэдра, то значить эта 
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последняя Фигура и будетъ общей для даннаго отд'Ьлен1я. Пре- 

д'Ьльнынн гоноэдрами будутъ РВТ^ для р^шенхй по лин1И ВР^ и 

такой же для р-Ьшенгй по лиши ВР\ р^шетямъ по лин1И РР^ 

соотв'Ьтствуетъ дигоноэдръ ВВ'РР^ . Легко вид-Ьть, что въ пер- 

выхъ двухъ случаяхъ мы получаемъ декагональныя бипирамиды 

перваго в втораго рода, а въ посл'&днемъ — икоеигональныя 

првзиы; точкамъ те Р^ ч Р соотв']&тствуютъ декагональныя 

призмы перваго и втораго рода; точк* В, какъ всегда, — ба- * >; 

зопинакоидъ. 

По построен1ю элементарнаго гоноэдра этого отд^ленхя за- 
ключаемъ, что оси симметр1и г1& же и того же наименован1я, что 
и въ полногранномъ отд'Ьлеши; плоскости же симметрхи отсут- 
ствуютъ. 



а ОТДЪЛЕИЕ БИПИРАМИДАЛЬНОЕ. 

{Бипирсшпдальная гемгэдргя). - 

§ 49, Мы можемъ представить себ^, что ось В получаетъ 
наименованге 10, но уголъ РР^Р^ не поворачивается. Въ такомъ 
случа*]^, чтобы получить р-Ьшеше, соответствующее точк* а, 
нужно уголъ РВР' повернуть около ребра настолько, чтобы рав- Фиг. ее. 
нод'1лящая его проходила чрезъ точку а. Ясно, что въ этомъ 
случае вообще вс*]^ Фигуры будутъ декагональныя бипирамиды 
(кроме, конечно р^шенхй по РР^ — декагональныхъ призмъ), 
т. е. гЬ самый Фигуры, которыя въ полногранномъ отделенл 
соотв^тствують лин1ямъ ВР и ВР^ . Однако, такъ какъ положенхе 
этихъ Фигуръ изменяется , то для отлич1я Фигуры этого отд^ле- 
Н1я называются бипирамидами и призмами третьяго рода. Репзе- 
Н1я же по ВР^ и ВР полрежнему будутъ Фигуры перваго и вто- 
раго рода. 

Въ этомъ отделен1И вовсе н^тъ побочныхъ осей и плоскостей 
симметрш, а остаются только главная ось и главная плоскость 
снмметрш. 

XXI. 11 
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Е. ОТД'БЛЕШЕ ГЕМИМОРФНОЕ, 
(Гемиморфхя). 

§ 50. Есл мы сдожвнъ гоноэдры ВР1Р и РР^В', то поду- 
га аденевтарвый дигоноэдръ нового отд1иев1в, Фнгуры кото- 
;ч> будуть: общее.р^ев1е — двдекаговадьаыя шрамвды ') (от- 
>1тыа), роевая по лв^янъ ЛР, ■ ВР — декагонадьныя пе- 
1ИДЫ перваго I втораго рода; точ1гЬ В будетъ соотв^тство- 
гь уже не пара, а всего одва пюскость; ваконецъ, р^шешя по 
йв Рр1 т^ же, тго в въ подногравноиъ отд-Ьдев^в. 

Въ этонъ отд'Ьдеви одна ось В^ (павваа) наЕненоваа1я 10 
О же ироходящвхъ чрезъ вее побочныхъ одоскостев свмнетр!!. 
дЪлеиас лто вподв1Ь удовдетворяетъ ус10в1я1гь вошограннаго, 
сь какъ ребро мемевгарваго двговоэдра есть ось, а его гра- 
— влоскосп свннетр!!. Поэтому на это отд^ев1е правиь- 
е сиотр^ть какъ аа другое оодаогранное отд-Ьден1е то! же €■• 

§ 51. Выведеввынв четырьмя отд11ев1амн всчерпываются 
[1 возможны» га11»др1в, твь-ь квкь, <1пя вхъ, мы нсчерны- 
шъ всЪ возможяыя преАпо^ожсн1я, капя мы ножемъ сд^ать 
юсятешю осе! в шоскостсй сшннетрЕВ. Дда того же, чтобы 
яссп вообще всЬ возможаьи отд^лсшя, ост а ет ся еще сном- 
шроватъ эакооы образовав!! этсгь отд^^ея^^ во 2, по 3 I 
д., васкоАСО ;*Г1> возможно для получевха иемевтцжыхъ го- 
ировг мвыхъ отд1мш1. Для кратсосп мы будеяъ называть 
ведеявы<1< засовы образовав!! еоотвЪгспеямо вазващ'в) самвгь 
■йорЛ: (кам»1и1рмчес«жмъ. трапетолдрче сомь , бвпнрамн- 
ЫММ1. а гйяаормпепвмъ. Лопсо шцЪтк что вервью два 
няа »е вршкчяапы вв къ одюму ка гап.>д|япе1:пхъ отдЪ- 
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лешй. Бипирамидальный законъ, шпротивъ того, придожимъ ко 
вс&гь этимъ отд'&1ешя1гь , за искдючешемъ бипирамидальнаго, а 
геинморфичешй законъ приожимъ только къ одному бипирами- 
дальному отд'Ьдешю. Изъ полученныхъ комбинащй, однако, 
комбинащя заколовъ трапецоэдрическаго и бипирамидальнаго не 
приводить къ новому отд'ЬлевЕЮ, а лишь къ бипирамидальному 
отд^^ешю системы^ имеющей вдвое меньшее наименованхе (пен- 
тагональной). Что же касается комбинацш бипирамидальнаго 
закона съ гемиморфическимъ, то она приводитъ къ тому же от- 
д'Ьлешю, что и комбинацхя гемиморФическаго закона съ бипира- 
мидальнымъ. Поэтому всего остается еще неразсмотр'Ьнными 
лишь 2 отд'Ьлен1я. 

Р. ОТД^ЬЛЕШЕ ДЕЛЬТОЭДРИЧЕСКОЕ. 

{Тетартоэдргя дельтоэдрическм или сфеноидальная^). 

Тетартоэдр1Я эта получается отъ совокуплешя законовъ ска- 
леноэдрическаго и бипирамидальнаго. Получаются Фигуры тоже- Фиг. 84. 
ственньш съ Фигурами скаленоэдрическаго отд^лен1я, соотв'1^т- 
ствуюп](ими дугамъ ВР и ВР^^ т. е. пентагональные дельтоэдры. 
Эти Фигуры въ отлич1е отъ Фигуръ перваго и втораго рода на- 
зываются вообще Фигурами третьяго рода, конечно, за исключе- 
шемъ т^хЪу который соотв^Бтствуютъ г]^мъ же дугамъ. Въ этомъ 
случа*]^ вовсе н'бть плоскостей симметрхи, а изъ осей симметрш 
лишь одна главная наименовашя 5. 



е. ОТДЪЛЕШЕ ПИРАМИДАЛЬНОЕ. 

{Пирамидальная тетартоддргя). 

Это отд'блеше образуется изъ совокуплен1я законовъ бипира- 
мидальнаго и гемиморФИческаго. Въ немъ, также какъ и въ Фиг. 88. 

^) По крайней м^Ьрй въ частномъ случа^^ свнметр1ю этого отд'Ьдешя 
г. Галоливъ назаадъ асФеноидаиною» (Зап. Мин. Общ. 1869, ч. 1У, стр. 181). 
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предъидущемъ , плоскости симиетрхи вовсе отсзгтствуютъ , а 
остается лишь одна главная ось наименовашя 10. Общее р^шеше 
этого отд'&лен1я — декагональная пирамида (открытая) и прж- 
томъ третьяго рода; лиши же РР соотв'Ьтствуютъ декагональ- 
ныя призмы третьяго рода. Остальныя же р'&шешя гЬ же, что и 
въ гемиморфическомъ отд'&лети. 

§ 52. Такимъ образомъ каждая система распадается на одно 
полногранное, 4 гем1ддрическихъ и 2 тетартоэдрическихъ отд'Ь- 
лешя; всего въ систем'^ 7 отд']^лети, а именно: 

Гомоэдргя 1. Полногранное отд'к1ен1е 

2. Скаленоэдрическое » 

3. Трапецоэдрическое » 

4. Бипирамидальное » 

5. Гемиморфическое » 

Тшартоэдргя { ^- Де«>тоэдрическое » 

( 7. Пирамидальное » 

Однако, не во всбгь системахъ им'Ьются всё эти подразд'&ле- 
шя: нетрудно уб'бдиться, что въ системахъ нечетнаго наимено- 
ваи1я невозможны отд^лен1я скаленоэдрическ1я. Въ самомъ к^% 
въ этихъ отд'Ьлен1яхъ главная ось должна им'&ть наименованхе 
вдвое меньшее наименован1я системы, а такъ какъ посл'&днее 
число нечетное, то первое получилось бы дробное, а это невоз- 
можно. 

* Исчезан1е же скаленоэдрическаго отд'1^лен1я влечетъ за собой 
и исчезновенхе образующагося изъ него дельтоэдрическаго. По- 
этому каждая нечетная система им'Ьетъ сл^дуюп](^я подразд'Ь- 
лен1я : 

Гомоэдргя 1. Полногранное отд'1^лен1е 

12. Трапецоэдрическое » 

3. Бипирамидальное » 

4. Гемиморфическое » 

Тетартоддргн 5. Пирамидальное » 
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Только-что приведенная классвФ11кац1я системъ с1ииетр!Е 
основывается, токииъ образоиъ, на весьиа существеннс"" """ 
метрическонъ Фактор* — оер1однческоиъ новторети а 
образован1я иэроэдрическихъ отд'к1ен1Й иэъ гоиоэдрЕ< 
Факторъ этонъ иы иожеиъ условно назвать генетвчеа 
нононъ сиииетрл. Этотъ законъ,н только одинъ онъ, уб*: 
аась въ тоиъ, что въ. данную классификащю вошли всё 
ные беэковечные виды сииивтр1и общихъ р'Ёшен1Й. . 
Фактора, у&6ждаю1цап) насъ въ тонъ же, существоват: 
жетъ, потону что, если только иы игнорнруеиъ этотъ 
то, на освоваши какихъ-бы-то нв было точныхъ данных 
соединили какую-нибудь группу отд'1лен1Й сикшетр» въ < 
ны неиожевгь быть уб^^ждены въ тонъ, что и какая-ниб; 
гая группа на основан1и того же признака ножетъ быт] 
соединена въ систену, ибо такое уб^жденге иненно и ( 
уб*жден1еиъ въ справедливости генетическаго закона си1 
Этотъ законъ, следовательно, есть основной заковъ син| 
въ то же вреия законъ пер1одпчцости подразделен!!! сиик 

Если иы пожелаевгь узнать, н^тъ ли еще какого-ниб; 
нетрвческаго признака, характеризующаго систеиу си1 
то увидинъ, что систены нечетнаго найиевован1Я точно з 
риуются навиеновав1еиъ главной оси сиииетр1И, тожестЕ 
съ цаниеноваа1еыъ самой системы. Что же касается 
четнаго нанненован1Я, то ихъ скаленоэдрвческое и дельт( 
ское отд'Ёлен1я представляютъ исключен1я изъ этого I 
такъ какъ главный оси этвхъ двухъ отд^ленш инеютъ к 
ваше вдвое иеньшее наииевован1я системы. 

Во всЁхъ отделешяхъ систеиъ общихъ решен1й 
всегда главная ось отличается по наиненован1ю огь осе! 
выхъ (и пронежуточныхъ). Посл^дшн всегда им^ють в 
Бан!е 2, тогда какъ главвал вообще по своену наииенош 
впадаетъ съ наиыено8ан!еиъ системы (или же ин-Ёет] 
иеньшее наииеноваше). Отсюда становится аонятныиъ, 
простЬйшихъ систенахъ — дигональной в ыоногональноб. 
тернэующвхся 11рисутств1еиъ главной оси наииенован1Я 2 
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сутств1емъ этой оси, разл1Ч1е между главною и побочными осями 
исчезаетъ, а всл^&дств1е этого и н^Ькоторыя различно образован- 
ный отд']^лен1я симметрхи становятся тожественными , сливаются. 
Это им'&етъ м']^сто именно по отношен1ю къ скаленоэдрическому 
и бипирамидальному отд'Ьлен1ямъ дигональной с: въ обоихъ 
им'&ется одна двойная ось и перпендикулярная къ ней плоскость 
симметр1И съ общимъ р^шен1емъ, представляющимъ квЬ пары 
параллельныхъ плоскостей; также къ гемиморфному отд'блешю 
дигональной и полногранноиу — моногональной системы : оба ха- 
рактеризуются присутств1емъ двухъ взаимноперпендикулярныхъ 
плоскостей симметрхи^ пересекающихся въ двойной оси и им']&ютъ 
общимъ р'6шен1емъ дидигональную пирамиду; также къ пирами- 
дальному отд'1&лен1ю дигональной и трапецоэдрическому — моно- 
гональной системы: оба характеризуются присутствхемъ лишь 
одной двойной оси симметрш и им'бютъ общимъ р^^шен1емъ пару 
пересекающихся плоскостей; наконецъ къ бипирамидальному и 
гемиморФНОму отд'6лен1ямъ моногональной системы : оба харак- 
теризуются присутств1емъ лишь одной плоскость симметр1И в 
им'1ютъ общимъ р'Ёшенхемъ пару пересекающихся плоскостей. 

Отсюда видимъ, что въ двухъ прост'бйшихъ системахъ сли- 
ваются нетолько отд'Ёлешя одной и той же, но и отд'Ьленхя двухъ 
разныхъ системъ. Бъ виду этого, для практическихъ приложетй 
полезно соединить обе системы въ одну. Но ничто не м'ешаетъ 
намъ, также для практическихъ целей, и вообще все нечетный 
системы соединить съ четными, им'еющими вдвое большее на- 
именоваше. Въ такомъ случае изъ общей классиФикащв выде- 
лятся нечетныя системы и системы, въ наименованхе которыхъ 
входить д'елитель 2 одинъ разъ. 

Кроме такого искуственнаго выделен1я нужно въ вышеизло- 
женную классиФИкащю еще внести поправку. Въ ней значатся ге- 
миморфныя отд'елен1я, какъ особенные виды гемгэдрш. Но такъ 
какъ отделешя эти им'еютъ все признаки полногранныхъ, то для 
завершен1я классиФИкащи необходимо разд'елить каждую систему 
на 2 разряда, которые мы будемъ называть гомоморФнымъ и 
гемиморФньшъ, и при этомъ обозначен1и гемиморфное отд^ленхе 
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будетъ полногравнымъ отд'к1ен1емъ гемвморфнаго разряда 
раивдалное отд'к1ев1е — ге111эдрическиыъ того же разря;; 
Итакъ, каждая система, ни'Ёющая наниеновая1е 2п, гд 
нечетное число, иожетъ быть подраэд'&1ена сл-Ёдующвиъ 
зонъ: 



I 1) Полногранное отд'к! 

I 2) Скаленоэдрическое 
I 3) Трааецоэдрическое 
I 4) Бнпирамидальное 
( 5) Дельтоэдрвчесвое 
Г 6) Полногранвое 
I 7) Пирамидальное 
[ 8) Полногранное 
/ 9) Трапецоэдрическое 
I '"-У-"!"*-»"- 1 10) Бнпирамидальное 
I ^ Разрядъ П1) Полногранное 

^ геншорФный. ) 12) Пирамидальное 



Разрядъ 
гомоморфный. 

Разрядъ 
геиииорфный. 

Разрядъ 
гоионорфный. 

Разрядъ 
гениморФный. 



§ 53. Отд'Ёдьння фигуры В'ЬБОторыхъ простЩшпхъ снстек'ь 
нал съ гексагональной, нн^ютъ особенности, бхагодарл которн 
названи выделяются иаъ общеВ нокениатуры. Употребитедьныя п 
этихъ особенвнхъ фнгуръ мы въ схФдуютеП таблице соооставлл 
на8ван)а11и, ииъ прнваиежашпнн по общей ЕомеаклатурФ. 



') Въ виду того, что раэд,1лев1е яа группы сделано съ ирактн' 
ц^яни, а между ткшъ териивы, согласные съ привелениой таблицей Л 
ыишконъ сложны и потону неудобны, иапрниЪръ и полногранное от 
разряда* геиниорфняго 2 н-гональвоб груааы 2 п-говальноК системы, 
я пол&гаю, что^^не было бы неудобно зан'Ьннть ату номенклатуру I 
шею, въ которой числа соотвЪтствуютъ числанъ таблицы: 

1) Гоноэдр1я (днгояальная) 7) Пиранихальная геминорф!я 

2) Сяалевоэдрическая гем1эхр1я 8) Ген1эдр1я (дипшальная) 

3) Трапецоэдрическая в 9} Трапецоэдр ическая тетартоэ, 

4) Ёитрвмилальная ■ 10) Бипврвлидальвая и 
Б) Дельтоэдрическая тетартоэдр1я 11) ТетартоморФ1я (дигонвльная) 
€) ГеыикорФ1я (диговадьная) 12) Пирамидальная тетартоморф! 

О сопостав]ен1и такого подразлЪлен1я съ подраэделен1яйи г. Га; 
см. второе прило№ен1е къ этому отд'Ьлу. 



я стгпема. 

ввое какъ ромбоэдръ. 
ля система. 

иное кокъ сфеноэдрь (квадратный 

I система. 

пел ромбическими 



гемгтирамидами. 
аан1л пе вм'Ёютъ. 
«ипризмами. 

ромбическими сфено1(да.т1. 
веввы съ диюнальними бинирами- 

дами. 
тел тетартопирамидама. 

гя система. 

ствевиы съ дидиюнальными *шра- 

мидами. 
» » моногонаяшыми бипи- 

рамидамы. 
> вазвао!» не ннфютъ. 



венвысъдигониьныив ввранвдамв. 

жсиько с^овъ о снииетр!! кову- 
систеиа симыетр1и разделяется 
]дя разрядаиъ др;гихъ си(^нъ, 
гранвое и гемиморфыое. 
стеризуется присутствхемъ глав- 
вавненован^я и безконечнымъ 
зв, какими является каждый ра- 
. заключаеиъ о присутств1в г^ав- 
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ютенн (весьна юхмиьвыВ отзывъ объ 
1|даа1Н ФравцузскоА АЕахе>11а Нвуп 
1(Ъ. риг. е1 арр1. раг ОоптШе 1 11 
Еъ храсталотрафн^есвнхъ систенъ н 
1ато вача1а1> А. Гад01нва (Зап. Ыш. 
южао считать завершеваемъ атоВ тео- 
истахлвческимъ, Зд^сь между ороташ 
ть пра вз}'чев!й свкветр1н равенство 
чное. 

ъ другой точки зр1н1Я (во отвошевш 
> преднетъ наелЪдовави п-Ьдаго ряда 
очвтельно крвстилографвчесЕ1я цЪдв. 
направ1ев1В можно счвтать трудь 
Ткеопе (1ег Е17В(а11в1п1кЬ1п> (1879), 
въ кон^ с1^1)П1аго отд-Ьха. 
)бдевнато въ этокъ III отдЪтЬ, то овь 
тыхъ равьше, в самый вияодъ врняе- 
I вто веобходвмо ди оврвд111еви сн- 

етр1е(1 обдадаютъ гЬ фвгуры кавоВ- 
а въ отдЬлевйо, вааванному гохоэдри- 
аввое зеркаао, двутраавне утлы вотО' 
у а1е«евтарваго трвговоэдра тахого 
хость,.ша увшднмъ въ зервахЪ вакую- 
вмевно фвгуру, соотвЪтствующуп ра- 
роввю жвдЕОств, т. е. вертнкальвому. 
ь схЬдоватепво воевровэввсти всевоз- 
Гакого рода твоэдрвчвски» аервала я 
( одвомъ т эас1дав11 Нмв. Мвкер. 
кап эта баан еввзанн съ првборомъ, 
аескн уставоввть зеркало дла волучев1я 
к1ев1а. Намекъ ва воаможность такого 
!Тр4чаемъ въ увохявуто! внше статье 
4), которн! гомратъ, что за язвЪт- 
^ )»1е1с1озгорЬсЬе Г1ртгеп вшд, ппЛ ^ 
Ь0г1, *1гЛ ^вп^Ь Леи 8р1ерт|1поке1 Лез 
>аввльа1е бнжо ба сказать ваоборотъ, 
ш вредставиютъ калйдоекожмчески 
врввадлежвтъ тодиэт фвгур*»^ гомо- 
I также тетраэдрмческаго) отд%1ев1б, 
рвстилиескамъ. 

гь отд^^е■^1 фагуръ ва томъ же засЬ- 
овоэдрачессЦ врвборъ, состоави! изъ 
«верхмм-тм яхаетпосъ, обрааующвхъ 
10 ■р|^>ра века вп скжаго виожев1а 



Второе п|И1ложен1е 

СОПОСТАВЛЕШЕ ПОДРАЗДЪЛЕНЙ 

ВЫВЕДБННЫХЪ ВЪ ЭТОМЪ ПРОВ 

ШЯЫИ г. ГА^ 

Похпэдивни 8д«оь внввдвевня. 

Гвкеагонаммая тапема. 

1. Го1108др1а. Го 

. 2. СЕиевоэдрнчесж&я ге1118дри Ро 

8. Трапецоэхрнчеокая в Т; 

4. Бипнранндиьвал » П» 

5. Даптоэдрнчесхаа тетарто* Рс 
эдри. 

6. Гвннморфи Го 

7. Пвранндадьная генннорф!». Ге 

8. Гемшдри. Тр 

9. Трапецоэдрвчесжая тотарто- 1^1 
эдр1я. 

10. Бнпнранндодьваа тетарто- П^ 
эдри. 

11. Тетартоморф1я, Ге 



12. Пнрвкндахьнав тетартояор- Те 
ф!я. 



Тетраипшлымя система. 

II. Гомоэдр1я. Го 

2. Сваленоэдрвческаа гем1эдри. С4 

8. Траввцовдрнчевкая » Т; 

4. Бвоирамвдиьная в П| 

6. Дв1ьтоэдрнчвСЕая те1артоэдр1л. Те 

( 6. Ге11В11орф1я. Ге 
) 7. Пнрамидажьная геинморфхя. 

^иитлшая система. 

1. Гон(ядрй. Го 

2. Сваденовдричеокал (тихе бвпв- Го 
раавдадьБая) 1е1|1эдр1я. 
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3. Траненоддрияескал ге111эдр1я, Гсн18др1я ромбической састеиы. 

4. Делыоэдрвчесввя тетар10эдр1я. Го1овдр1а трииввоэдрнческоб си- 

стем ы. 

5. Гем1эдр1я (также гемвяорфи). Генвнорф1я ронбнческоВ системы. 

6. Трапецоэдрвческая тетартоадр1а Гвмиморф1я иовомвноадрнтаеыВ 
(такве овраивдальван геиниор- оастекы. 

фи1). 

7. Бопвранядадьнаа тетартоэдр1а Гем1эдри мовокливовдрнческоВ сн- 
(твЕле тетартонорф1а). стемы. 

8. Пврвмвдадьдаа тетартоморфхя. Гем18др1Я трвииновдрической си- 



Третъе пр)иожен1е. 

Если озаачанъ число равныхъ осей и нхъ соотв-Ьтственное 
наииенован|е чрезъ Р, ^, Ев р, д, г, то получииъ, что враще- 
шенъ около вихъ каждая изъ иихъ вроазведегьизъ данной точки 
число точекъ, равное еа иаииенован1ю, Принявъ точки за вер- 
шины симметричной Фигуры, а именно подтипическаго изогона, 
нолучинъ для числа вершинъ п 

й=1-+-Р(р— 1)-|-$(г— 1)-»-В(г— 1) .. (1) 

Если нрвтонъ Фигура обладаетъ алоскостнии сииистр1И, то 
получимъ 

п=2[1-1-Р{р-1)ч-в(3-1)-нй(г-1)] (2) 

Формулу Вгауа18. Прямая, проведенная чрезъ центръ в данную 
точку, означить взв'Ьстное нааравлев!е; изъ Формулы 1) полу- 
чаемъ для данной систень[ осей число сови^стино равныхъ на- 
правлешй, а изъ Формулы 2) число сови'ёстиио и симметрично 
равныхъ нааравлен1й. Въ частныхъ случаяхъ число равныхъ на- 
правлений уменьшается, а именно, если направлеше проходить 
въ плоскости снмиетр1и, то число п уменьшается вдвое, а если 
за направлен1е возьмеиъ одну изъ осей, то нолучииъ число мень- 
шее п во столько разъ , сколько выражается четвернынъ навие- 
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нованхеиъ оси, но это же число есть число равныхъ осей. Отсюда 
заключаеиъ (изъ Формулы 2), что 

5 = ^ ^ = « 4Т = « •••• (3) 



Значить 



2\ р ^ г ) 



И" ^=1 1 1 (4) 

Если примеиъ во внииаше, что числа р, $ и г вдвое меньше 
наииеновашй граней основнаго изогона, и если эти наименованхя 
означимъ соотв'Ьтственно чрезъ А;, 2 и т, то получаемъ 



п = 






Т. е. Формулу тожественную съ выведенной для тригоноэдриче- 
скихъ изогоновъ (II отд. Фор. 30а, стр. 71). 

Если плоскостей симметр1и вовсе не существуетъ, то въ Фор- 
мул*! 1) 

^ р ^ /) _5. р 

?■ д г 

Такъ какъ въ чисд-б осей всегда имеются оси наииеновав1я 
2, то для того случая, если имеется одна система такихъ осей, 

О 

получаемъ п = -г г г. (5а) 

1> « 2 



«7Х 
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Эта Формула применима для всЬгь призиоадровъ. 

Для тЬхъ же случаевъ, когда нм'Ьется дв'Ь системы такнхъ 
осей, Формула 5) аринимаетъ видъ п = 2р (5&) 

Эта Формула применима для призмоядовъ. 

Подобнымъ же образомъ можно упростить общ1я Формулы 
1) и 2) для гЬхъ случаевъ, когда число системъ осей сокра- 
щается. 



''"7^5'гг;' 




УЧЕН1В О ПОЯСАХЪ И ВЫПОЛНЕНШ ПЛО- 

СКОСТИ И ПРОСТРАНСТВА. 



ГЛАВА 11. 
Выполиен1е плоскости. 

ВСТУПЛЕШЕ. 

§ 55. Всякая пряная разд']^яетъ плоскость на дв'Ь поло- 
вины, изъ которыхъ одну мы назовемъ внутреннею, а другую 
вн^&шнею. Тоже обозначенхе можно принять и для ломаной, если 
она зам'бщаетъ собою отр^^зокъ безконечной прямой между двумя 
точками. 

Кром']^ того, каждой прямой, также какъ и ломаной, разсма- 
триваемой какъ только-что указано, можно приписать известное 
направлен1е. Какъ изв'Ьстно, угломъ между двумя прямыми из- 
в'Ьстнаго направлбН1я называется тотъ уголъ, который обра- 
зуется между этими двумя прямыми, если считать ихъ направ- 
ляющимися отъ вершины. При этихъ услов1яхъ уголъ между 
прямыми становится равнымъ нулю лишь въ томъ случа'б, если 
06*6 взятыя прямыя нетолько параллельны, но и им'1^ютъ одина- 
ковое направлеше. Если же они им'Ёютъ противоположное на- 
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прав^еи^е, то уголъ этотъ будстъ очевидно 2<}, а такъ ка1{ъ при 

™«.^ „птт14пао.му, кажущаяся парал1ельвость, то для отлвч1я 

ны буденъ называть ее обратною оараиедь- 

хутренней ии внешней яасти пюскослг (вл, 
шзиться, внутренней идя вн^аей стороне яря- 

ны ноженъ арнвестя въ связь съ пояяпеиъ о 
гь ЛЯ1Й, а нненно ны ноженъ условиться вау- 
аазывать ту, которая останется вправо, если ны 
[ ходящиня въ вертвкальнонъ аоложен1я во дан- 

ЛН1Н н прнтоиъ 00 ея ваправлешю. Пользуясь 

ны легко опред^лимъ внутреннюю и внешнюю 
ра какого-нибудь нвогоугольвнка. Ясно, что если 
)ианой, составляющей перииетръ, ны прниеиъ 
оть котораго будеть соответствовать обороту 

то внутреннею стороною каждой составляющей 
га, которая, какъ говорится, обращена внутрь 
и ва^вею — та, которая обращена вн^ ФИгу- 
лучится, если иы аринеиъ обратное направлеше 

но изъ теор1н П0Д061Я, иы всегда дв^ подобный 
расноложнть такъ, чтобы всё нраныя, соеди- 
твеввыя точкя об^нхъ «игуръ, пересйкались въ 
[центре вряиаго вли обратнаго подоб1я. Въ слу- 
эдоб1я соотв'Ьтственныя пряиыя обратно оарал- 
|]аправлев1ю но часовой стр^к^ сторояъ одного 
ъ соответствовать такое же ванравлен!е сторонъ 
:яачинъ этотъ цевтръ чрезъ О., соотв4тственныя 
7ры чрезъ А, В, С. . . . и другой — чрезъ А' 

И1КЪВЗВ-ЬСТН0^=|^=^= .... Сл*. 

I как1е-н1будь два радиуса вектора АО и А'О 
бпю, то буд\-ть равны и вс1; друг1е соотв-Ьтствсн- 
ггора; это сл}*чай обратнаго равенства. Въ этоиъ 
«ъ, следовательно, равсвство и обрат^ю аарал- 
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дельность соотв-Ьтствеыныхъ динейныхъ элементовъ, но одинако- 
вое общее направдеше замкнутыхъ периметровъ, и значить вну- 
тренней стороне одного изъ нихъ будетъ соотв'1&тствовать вну- 
тренняя же сторона другаго, обратно ему равнаго. Въ случа* 
прямаго подоб1я нетодько общее направденхе замкнутыхъ пери- 
метровъ, но и направдешя соотв'Ьтственныхъ эдементовъ одина- 
ковы. Есди центръ прямаго подобгя удаляется въ безконечность, 
то подоб1е переходить въ равенство собственно такъ называемое, 
и притомъ ВСЯК1Я дв'! Фигуры будутъ находиться въ парадлель- 
номъ подожен1и, и внутренней стороне одной Фигуры будетъ 
опять соответствовать внутренняя же сторона другой. На осно- 
ван1и сказаннаго, не трудно заключить, что ради простоты удобно 
принимать въ замкнутыхъ периметрахъ направдеше сторонъ, 
всегда соответствующее движен1ю часовой стрелки, такъ какъ 
при этомъ внутренняя сторона периметра будетъ всегда та, ко- 
торая обращена внутрь многоугольника. 

Если какой-нибудь многоугольникъ им^егь центръ, то ясно, 
что центръ этотъ будетъ собственно центромъ обратнаго равен- 
ства его сторонъ и потому стороны его будутъ попарно равны и 
обратно параллельны, но всегда внутренней стороне одной изъ 
этихъ прямыхъ будетъ соответствовать внутренняя же сторона 
другой. 

Если имеется какая-нибудь непрерывная ломаная обе ... , 
где а, 6 ... . означаютъ составляющ1я ея отрезки прямыхъ съ 
опредеденнымъ направленхемъ, то ясно, что каждая сторона а 
образуетъ со следующею Ъ некоторый угодъ, и притомъ угодъ 
дтотъ находится на внутренней половине плоскости по отношешю 
къ предъидущей стороне а или на внешней ея половине. Въ пер- 
вомъ случае мы будемъ считать углы положительными и припи- 
сывать имъ знакъ -н; во второмъ случае — наоборотъ; дру- 
гими словами, угодъ будетъ подожительнымъ, есди следующая 
сторона уклоняется огь предъидущей по направлен1ю часовой 
стрелки; для отрицательнаго же угла уклонеше будетъ обратное. 

Примгьчанк, Если какую-нибудь плоскую Фигуру мы обер- 
немъ, то при равенстве всехъ ея эдементовъ съ соответствен- 
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ными элементами данной Фигуры, ихъ посл'&доватехьность будетъ 
прямо противоположна, т. е. если въ первой Фигуре отъ одной 
стороны къ другой мы будемъ переходить по направлешю часо- 
вой стрЬлки, то переходъ отъ одного элемента къ другому въ 
томъ же порядк']^, во въ другой Фигуре долженъ быть совершенъ 
по обратному направлен1ю. Ясно, что это будетъ случай двухъ 
симметричныхъ Фигуръ (вообще несовм']^стимыхъ, и совм'Ьсти- 
мыхъ лишь въ томъ случае, когда они сами симметричны по от- 
ношешю какой-нибудь прямой ; въ этомъ случа'Ь эти цв'к Фигуры 
одновременно равны и симметричны). 

Мы заключимъ эти вступительныя соображен1я теоремой, 
которая намъ будетъ нужна при изложенш сл'^дующей теорхи. 

Теорема 1. Уголъ между двумя данными составными пря- 
мыми какой-нибудь ломаной равенъ алгебраической сумм*! угловъ 
между ея смежными прямыми, взятыми въ пред^лахъ двухъ 
данныхъ. 

Пусть дана ломаная аЪс. . . . Ыт . : . . и требуется опред^^- 
лить уголъ между прямыми ант. Возьмемъ произвольную точ- 
ку, и будемъ посл1^довательно проводить чрезъ нея прямые, па- 
раллельные а, Ь. . . до т включительно. Ясно, что получаемые 
такимъ образомъ последовательные углы будутъ равны соотв^т- 
ственньшъ угламъ между смежными прямыми ломаной какъ по 
величин'^, такъ и по знаку; ясно также, что и алгебраическая 
сумма полученныхъ угловъ будетъ та же, что сумма вс&хъ 
угловъ между смежными прямыми ломаной въ пред'Ёлахъ отъ а 
до т ; ' очевидно, однако^ что сумма эта ничто иное какъ уголъ 
между прямыми а и т, такъ какъ въ результате мы прихо- 
димъ къ углу между прямыми параллельными этимъ посл^^д- 
нииъ. 

ПАРАЛЛЕЛОГОНЫ. 

§ 56. Опредгьленге 1. Выполнен1емъ плоскости называется 
такое сочеташе плоскихъ ФИгуръ на плоскости, при которомъ 
каждая сторона каждой Фигуры есть общая двумъ. 
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Опред>ь.генге 3. В1>ша1нен1еиъ пдоскости въ оаралхеи 
110ложеа1и называется такое, при котороиъ равныя Фигуры, 
П0ЛНЯЮЩ1Я плоскость, находятся въ наралельнонъ поюжен: 

Примпчате. Ясно, что система равныхъ оравидьыыхъ 1 
угольниковъ, выполняющихъ плоскость, не удовлетворяеть а 
опред-к1ен1ю, такъ как1. соотв-Ётственнын стороаы сиеж1 
ФВгуръ обратно параллельны. 

Опредп>лете 3. Равные вла сямнетричные нногоугоды 
выполняющ1е плоскость не въ параллельноиъ □оложев1и, в 
ваются аланигонанв; если же овй вьшолвяютъ въ парал. 
ноиъ ноложешв, то называются сараллелогонани. 

Опредтьлше 4. Четноугольникомъ называется такой и: 
угольннкъ, котораго стороны попарно параллельны между ее 

Теорема 3. Въ выпукломъ иногоугольнвк^^ не можетъ 
больше тЬиъ по одной пар^ параллельвыхъ сторонъ. 

ДоаустЕИъ, что въ иногоугольивк'Ё аЬс. . . йеС. . . Ы% 
параллельны между собою а, ЛиЪ. Если мы примеиъ сч1 
направлен1е сторонъ по часовой стр'клк'Ь, и если дв'Ь сторо 
н к обратно аараллельны , то третья изъ аихъ й должна бы 
всякояъ случае пряио-параллельна одаой изъ этигь сторон' 
нрии-^ръ а. Но если бы иногоугольвикъ быль выпуклый, т< 
углы между его смежными сторонами были бы положите. 
сумма же этахъ угловъ въ пред1иахъ отъ а до (2 по теоре 
равна углу между этими сторонами, т. е. нулю, а это н 
можно. 

Сллдстте а. Въ выпукломъ четдоугольни1с& в1гЁетса 
но одной парь параллельныхъ сторонъ. 

Опредтьлете 5. Парносторонникомъ называется такой ч 
угольннкъ, котораго соотв'Ьтственаыя параллельный ст< 
равны между собою. 

Теорема 3. Выпуклый парвосторонникъ вн^етъ центр! 

На освован1и теоремы 2 — въ вемъ им'бется лишь по 
варЬ равныхъ параллельныхъ сторонъ, и притоиъ, если мы 
иемъ нарравлен1е по часовой стр^Ьлк*, то получвагь, что ка 
дв^^ стороны пары обратно параллельны другъ другу. П) 

1а* 
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равна и обратнопараллехьна а\ и пусть за ней сд'йдуетъ сторона 
Ъ^ а за а сл'Ьдуетъ не &' а с', б^ . . . и наконецъ Ъ\ Называя 
рядъ угдовъ между стороною а' и следующими за нею чрезъ ас\ 
ас1\ . . аЪ\ мы на основан1И теоремы 1 закдючаемъ, что это 
рядъ положитеаьныхъ величвнъ, постоянно возрастающихъ, н 
значить какой-нибудь у1 олъ а'Л' меньше аЪ\ Такъ какъ величина 
этого угла положительна, то сторона /2, равная и обратнопарал- 
лельная Л' должна находиться въряду сЛ. . . Л; поэтому аЛ'уаЬ^ 
но такъ какъ аЛ равна с1д1 и оЬ равна о1Ь\ то значить мы при- 
шли къ невозможности, благодаря сделанному допуш,енио, будто 
за прямой а не сл^дуеть У. Если же въ системахъ равныхъ и 
обратнопараллельныхъ сторонъ обе ... и а'&о' . . . стороны идутъ 
въ одинаковой последовательности, то значитъ сами системы 
обратно равны другъ другу, и следовательно имеется центръ 
обратнаго равенства, который и будетъ цснтромъ выпуклаго 
парносторонника. 

§ 57. Теорема 4. Параллслогонъ есть парносторонникъ. 

Въ самомъ деле, если бы какой-нибудь стороне АВ парал- 
лелогона не было бы въ немъ же другой ей равной и обратно 
параллельной, то сторона АВ была бы единственною, съ которою 
могла бы быть совмещена соответственно равная и параллельная 
ей сторона смежной Фигуры. Но именно въ силу параллельности 
самихъ Фигуръ при совмещеши точка А совпадегь съ точкою А' 
Т1 В съ В'; точно также должны совпасть и следу ющ1я стороны 
ВС и В' (У и т. д., словомъ должно произойти полное совмещен1е 
самихъ Фигуръ , а по предположен1Ю взята Фигура смежная съ 
первой по стороне АВ; значитъ, присутств1е стороны АВ не- 
обходимо влечетъ за собою присутствхе равпой и обратнопарал- 
лельной ей стороны А^В^у которая при вьшолнен1И плоскости 
должна совмещаться со стороной А' В' другой Фигуры, если А* В' 
соответствуетъ стороне АВ первой Фигуры. 

Пргштьчате. Каждая сторона АВу общая двумъ выполняю- 
щимъ плоскость иараллелогонамъ , имеетъ два противоположныя 
направлешя, смотря потому, будемълимы разсматривать ее какъ 
сторону одной или другой Фигуры. Въ этомъ смысле мы можемъ 



— 174 — 

Парадделогоны эти мы будемъ называть ди- и трипараллело- 
гономъ. Очевидно, что дипараллелогонъ тоже, что и параллело- 
грамъ. Такъ какъ не можетъ существовать четырехугольника съ 
парою вогнутыхъ угловъ, то значить имеется лишь одинъ про- 
стой вогнутый трипараллелогонъ, а именно Фигура съ парою 
противоположныхъ вогнутыхъ угловъ. 

§ 58| Пргшгьчанге. Познакомившись съ простыми паралле- 
логонами, мы бросимъ общ1й взглядъ на сложный и вторичный 
Фигуры. 

Существоваше сложныхъ Фигуръ очевидно, такъ какъ стоить 
лишь намь взять пару смежныхъ параллелогоновъ , и мы всегда 
получимь параллелогонь ; но этотъ параллелогонь будетъ вообще 
сложнымь, такъ какъ пары сторонь простаго параллелогона по- 
вторяются въ немъ два раза. Исключенхе представляеть лишь 
дипараллелогонъ, такъ какъ совокупность двухъ смежныхъ та- 
кихъ Фигурь образу сть снова простой же дипараллелогонъ. 
Легко понять, что вообще можно образовать группы сложныхъ 
параллелогоновъ изъ совокупности простыхъ, и, между прочимъ, 
рядь смежныхъ простыхъ параллелогоновь , им'&ющихъ общ1я 
равный и параллельный стороны, образують всегда такой слож- 
ный параллелогонь (опять за исключешемъ дипараллелогоновъ). 

Что касается вторичныхъ ФИгурь, возможность ихъ видна 
изъ того, что если мы примемь дв'Ь как1я-нибудь равныя и 
обратно параллельный стороны простаго параллелогона за рав- 
ныя отр'бзки параллельныхъ прямыхъ, и если отрезки эти или 
ихъ части, взятыя соотв']^тственно, мы [зам^стимь ломаными, 
равными и параллельными, то, если только ломаныя эти не пере- 
сЬкутся ни между собою и не пересЬкуть сторонь параллелого- 
на, мы придемь къ новому параллелогону, вообще не имеющему 
центра, и следовательно вторичному. Въ частномь случа'! можно 
Фиг. 89. получить снова первичный параллелогонь, наприм']^рь, если въ 
дипараллелогон'Ь АВА'В' стороны АВ^В'А мы зам-Ьстимь рав- 
ными и параллельными ломаными АСВ и В'<УАу и заг1мъ въ 
полученномь вторичномь стороны ВЛ и А]В^ мы зам']^стимъ ло- 
маными ВСА и АС'В\ то получимь первичный трипаралледо- 
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гоЕЪу такъ какъ, по построен1ю, стороны его будутъ попарно 
равны и обратно параллельны. 

§ 59. Опредтьленге 8. Соотв'1^тственными точками системы 
параллелогоновъ называются г&, который совм'Ьщаются при сов- 
м'Ьщенш санихъ Фигуръ (и при томъ совм'Ёщен1и въ параллель- 
номъ положети, если могутъ им'бть м'Ьсто и друг1я совм'Ёп^ешя). 

Опредтменге 9. Соответственными направлешями называются 
прямыя, проходящ1я чрезъ соотв'Ётственныя точки двухъ смеж- 
ныхъ (т. е, им^ющихъ общую сторону) ФИгуръ системы парал- 
лелогоновъ. . 

Теорема 6. Система соотв'Ьтственныхъ точекъ есть система 
параллелограмовъ или плоская с&тка (еЪепеб Ке12). 

Возьмемъ въ какомъ-нибудь параллелогон^ точку А^ и пусть 
^ будетъ соотв']&тственная точка смежной Фигуры, и значить 
АВ будетъ соответственная прямая этой системы ФИгуръ. Такъ 
какъ параллелоговъ съ точкою А долженъ совместиться съ парал- 
лелогономъ съ точкою В въ параллельномъ положен1и, то значить 
совмещен1е это можетъ быть произведено поступательнымъ дви- 
ясешемъ первой Фигуры по прямой и на величину АВ. Если мы за- 
ставимъ теперь тотъ же параллелоговъ двигаться дальше въ томъ 
те направленш, то, пройдя иутъВС= АВ^ онъ снова придетъ въ 
совпадете со следующийъ смежнымъ параллелогономъ и т. д.; сло- 
вомъ, мы получимъ рядъ Фигуръ, соответственный точки кото- 
рыхъ образуютъ рядъ равноотстоящихъ другъ отъ друга точекъ. 

Но такъ какъ параллелоговъ не можетъ иметь менее двухъ 
паръ параллельныхъ сторонъ, то значить так1я же совмещен1я 
мы можемъ произвести поступательнымъ движен1емъ въ некото- 
ромъ другомъ направлен1и АА^ , и при этомъ получимъ другой 
рядъ ФИгуръ, соответственный точки которыхъ А^ А^^ А^. . . . 
снова образуютъ рядъ равноотстоящихъ точекъ. Но равные и 
параллельные ряды точекъ мы можемъ получить, исходя не 
только изъ точки Л, но также и изъ точекъ В, (7 и т. д., словомъ 
изъ всехъ точекъ перваго ряда. Таквмъ образомъ мы получимъ 
систему точекъ, образующихъ вершины выполняющихъ плоскость 
параллелограмовъ (узлы плоской сетки). 
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логонъ А (т. е. Фвгура, для которой точка А 
]ная точка системы) нм-Ьетъ съ пара1ле10го- 
удь обпця стороны, то точно также Фнгура А^ 
)й Л, так1я же стороны равныя в парах1ель- 

т. д., в следовательно всЬ Фвгуры ряда 
ъ со сиеашыки виъ Фигурамв ряда ВВ^В,. . , 
\ параллельный стороны. Следовательно, между 
каыив ряданв не можетъ находиться еще рядъ 
ь; звачвтъ, в внутри рядовъ соответствевныхъ 

я ВВ^В^ ... не иожетъ находиться никакихъ 
:твевпыхъ точекъ снстеиы, а потому плоская 

уадагь заключаетъ всевозможвыя соотвЬт- 
встены паралле1огоиовъ. 
Нетрудно уб'Ьднться,что система соотв-Ьтствен- 
1раллелогоновъ, образуетъ плоскую сЬтку, рав- 
ую той, которая представляется системою са- 

Такъ какъ въ простомъ параллелогон^ вн^ется 
р* равныхъ и обратно пара1лельныхъ сторонъ, 
ларе соответствуетъ поступательное движен1е, 
[)вне1цев1ю двухъ сиежныхъ Фигуръ, то зна- 
эбъусловливаетъ собою соответственное нанра- 
словами, число соотнетственныхъ направлен1Й 
вич|[аго пара^лелогона равно числу паръ его 
"ь не больше трехъ. 

Соответственный точки састеиы параллелогра- 
гки), соответствующей данной системе паралле- 
1вляють собою также и соответственныя точки 
гемы Фвгуръ. 

1ьмемъ какую-нибудь точку внутри одного нзъ 
> плоской сетки, соответствующей данной си- 
оновъ, то свстеиа ей соответственныгь точекъ 
этой сетке образуетъ новую сетку, равную в 
1В0Й (следств1е а, теоремы 6); но для получен1я 
ответственныхъ данной по отношев1ю къ данной 
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сйстем'Ё пара^^е^ого11овъ, мы нонсеиъ пос1 
стоящихъ точекъ, равные я параие1ьныс 
ской СЕТКИ (теорема 6), в С1^доватедьно пр 
чекъ, тожественной съ аервой. 

Теорема 6. Площади данаыхъ аара^^е^ 
грановъ соответствующей ииъ илоской сбтк 

На основав1Я оредъвд}'щей теоремы I 
ваутри какого-нибудь паралдеюгона я нарЕ 
ствующей ему олоской с-Ьтки, соотв-Ьтствуе 
БС^хъ оараллелоговахъ и во всехъ пар1 
образующая одну и ту же новую плоскую < 

Если теиерь вместо точки возьменъ 
□лещади, выбранный такъ, чтобы онъ на 
внутри параллелогона я внутри параллелогр! 
сЪтки, то точно также во всехъ нараллело! 
раллелограиахъ с-Ьтки найдутся соотв-Ьтств) 
зующ1е въ совокупности тожественную сие 
нйо къ параллелогонаиъ, такъ и по отноше 
мамъ с*тки. То же относится и до всяка! 
образонъ элемента. Если иы возьмеиъ таку 
элеиентовъ, положимъ числомъ п, чтобы < 
илощадь одного изъ нараллелограиовъ с^тк 
ему элементы вьщолнятъ [глощадн всЁхъ 
стены, т. е. всю плоскость; а такъ какъ т 
ставдяють собою также соответственные 1 
раллелогоновъ, то значить совокуаность из 
элементовъ выполнитъ собою также и пло[ 
Фигуръ, которая, следовательно, равна пло 

сетки. 

Слгьдспте а. Отсюда мы видииъ, ч 
сложна Фигура параллелогона , площадь ег 
делить весьма просто: нужно только, взя1 
вибудь точку, найти две соответственны я 
раллелограиъ, построенный по этииъ двуи 
равпоиеренъ данному параллелогону. Для [ 
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чая это легко доказать построешемъ, кань это, напрвм^ръ, сд-Ь- 
Фиг. эо.лано на ФИгур* 90, на которой параллельнно заштрихованы гЬ 
равныя части, который нужно придать и отнять отъ даннаго три- 
параллелогона, чтобы получить равномерный ему параллелограиъ 
плоской сЬткт. 

§ вО« Опредгьлете 10. Парою параллелогоновъ втораго по- 
рядка, называются ^вЬ тшя отличающ1Яся другь отъ друга пло- 
• СК1Я Фигуры, который, вм'ЁстЬ взятыя, образуютъ параллелогонъ 
перваго порядка или собственно такъ называемый. 

Основываясь на этомъ опред^ленш, мы сдйлаемг 

СИСТЕМАТИЧЕСК1Й ВЫВОДЪ ПАРАЛЛЕЛОГОНОВЪ ВТОРАГО 

ПОРЯДКА, 

причемъ ограничимся одними выпуклыми Фигурами, которыя бу- 
демъ называть соотв-Ьтственно аир. 

При этомъ вывод']^ мы можемъ встретить два случая : 1 ) всЬ 
стороны каждой Фигуры общи обоимъ, и 2) некоторый стороны 
этихъ Фигуръ общи Фигурамъ того же наименовашя. 

6ъ первомъ' случае при каждой вершине системы паралле- 
логоновъ 2 порядка должно происходить чсредован1е а и ^ фи* 
гуръ; другими словами, число сторонъ около каждой вершины 
системы должно быть четное и не меньше 4. Отсюда заключаемъ, 
что, или об* фигуры должны быть четырехугольниками (фиг. 
Фиг. 97.97), или же одна изъ нихъ должна быть трехугольникомъ (такъ 
какъ средняя величина угла обоихъ ФИгуръ должна быть равна или 

меньше -^ = е?). Но такъ какъ при взятомъ услов1и число сто- 
ронъ обоихъ Фигуръ должно быть одинаковое (такъ какъ, если 
бы число сторонъ а Фигуры было больше Ч'бмъ р Фигуры, то 
н']^которыя стороны а Фигуръ системы должны бы быть общими 
а же ФИгурамъ, что противно принятому условш), то значитъ въ 
этомъ случа** трехугольникомъ же будетъ и вторая Фигура. 

Во второмъ случае мы опять можемъ различить два подслу- 
чая: а) одна или об* Фигуры им'Ьютъ небольше одной пары об* 
щихъ сторонъ съ Фигурами того же наименовангя, или Ь) хоть 
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одна Фигура им'Ьетъ больше ч'Ьмъ одну пару общихъ сторонъ съ 
Фигурами одноименными. 

Мы говоримъ зд'Ьсь про пары сторонъ, потому что, если 
одна изъ Фйгуръ наприм']^ръ а им^етъ съ а же Фигурой какую- 
нибудь общую сторону, то та же Фигура необходимо должна 
им^ть и другую сторону, равную и обратно параллельную пер-. 
вой, такъ какъ по, опред^лен1ю этихъ Фигуръ одноименный изъ 
нихъ входя^ъ въ систей^ въ параллельномъ положен1И9 и потому 
если они им'Ёюгь общую сторону, то къ нимъ прим'Ёнимо то же 
разсуждеше, что 1кдля теоремы 4. 

Въ подслуча* а) т* Фигуры, которыя им-Ьють одну общую 
пару сторойъ образуютъ ряды Фигуръ, и притомъ ряды равные 
и параллельные въ силу равенства и параллельности составляю- 
щихъ ихъ ФИгуръ. Ряды эти существенно отличаются отъ ря- 
довъ собственно параллелогоновъ тЫъ^ что два смежные не мо- 
гутъ вовсе им'бть общихъ сторонъ ; иначе, Фигуры^ входящ1я въ 
ихъ составъ, наприм'Ьръ а Фигуры, им^ли бы больше ч^мъ одну 
пару общихъ сторонъ съ одноименными имъ Фигурами, что отно- 
сится уже ко второму подслучаю. Фигуры этого подслучая мы 
будемъ называть рядовыми паралле логовами втораго порядка. 
Въ выпуклыхъ рядовыхъ паралле логонахъ кром'Ь пары парал- 
лельныхъ сторонъ не можетъ быть еще больше двухъ сторонъ, 
которыя находились бы въ промежутк'6 между параллельными 
сторонами. Въ самомъ д^л'1, если бы такихъ сторонъ было на- 
прим'бръ три аЬ^ Ъс и с(?, то, все равно, будетъ ли сторона смеж- 
нш'о ^ параллелогона проходить чрезъ Ъ или чрезъ с, при другой Фиг. 91. 
изъ этихъ точекъ ^ Фигура должна им'бть вогнутый уголъ; чрезъ 
об1> же точки заразъ параллельный стороны ^ параллелогона 
проходить не могутъ, такъ какъ тогда промежутокъ ряда р фи- 
гуръ, заключающагося между двумя параллельными рядами а 
ФИгуръ былъ бы меньше, ч'&мъ промежутокъ ряда а ФИгуръ въ 
томъ же направлеши, а это невозможно. 

На основаши этого мы заключаемъ , что существуютъ лишь 
сл^дующ1я системы выпуклыхъ рядовыхъ параллелогоновъ: 
1) об* Фигуры шестиугольники (фиг. 92), или 2) об* пятиуголь- 
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ФИГ. !13), ялй 3) об* четырехугольники (фиг. 94), ил яа- 
ь въ частноиъ случа-Ь, если оаралельвыя стороны одной- 
игуръ сокращаются до нуля, то 4) одна Фигура шести-, а 
1 — четырехугольникъ {фиг. 95), или 5) одна пяти-, а 
ч трежугольнвкъ (фнг. 96). 

етрудво видеть, что если въ обояхъ Фигурахъ параллель- 
гороны сокращаются до нуля, то иы яриходшь къ первому 
о, т. е. къ систем* четырехъ или трехугольниковъ, и зги 
ы уже не будуть рядовыми параллелогояаив. 
аконецъ во второиъ подслуча* хоть в!,, одной яэъ Фиг>'ръ 
н'Ьръ а имеется, по приведеняынъ выше соображешямъ, 
гке двухъ парь равныхъ и обратнопараллельныгь сторовъ, 
>ну Фигуры эти обраэуютъ не нен-Ье двухъ раа1ичныгь ря- 
перес4кающихся въ одной а-ФигурЬ. Совокупность же 
а Фвгуръ, очевидно, образуетъ сомкнутую по рядаиъ сЬль, 
1гуры ногутъ занять лишь изолярованное ноложеа1е. Со- 
ственныя точки а фягуръ образуютъ плоскую еЬтку; со- 
ственныя точки ^ ФНгуръ образуютъ с*тки, равныя и па- 
1ьвыя первой; если вн-^сто точекъ иы возьнеиъ элементы 
1ДВ, то на так1е элеиевты, входяпие въ составъ ^ Фвгуръ 
гжсмъ смотреть какъ на отнятые отъ площади а ФВгу1)ъ. 
оэтому обратно, мы можемъ получить отпосящ1яся сюда 
ы, отпвиая соотв^тственныя частя паряллелогоновъ пер- 
порядка, и притонъ, чтобы получить выпуклый Фигуры 
> въ систем* паряллелогоновъ около соотвЬтственныхъ вер- 
проводить с*кущ1я, упарающ1яся въ каждыя дв* сиежвыя 
11Ы, ороходящ1я чрвзъ ту же вершину. Изъ первичвыхъ ди- 
1араллелогоповъ иы иолучимъ вообще такннъ образоиъ дв* 
«ы Фвгуръ, одну изъ четырех- и возьииугольниковъ, а дру- 
зъ трех- и девятиугольниковъ, которыя ионсно назвать ди- 
лараллелогоноиъ втораго порядка. 

[ы ограничиыся этинъ и не будснъ входить в> разборъ 
гавляющихся частвыхъ случаевъ. 
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шенно такое же построеше, и значить мы пситчкп бы, что пря- 
мая повервудась на тотъ же угохь; она осталась бы, поэтому, 
параллельною первой и посхЬ растяжешя. 

Слпдствге а. Параллелограмъ до растяжен1Я остается па- 

раллелограмонъ и поел! растяжен1я. 

Сл1ьдств%е Ъ. Отсюда сл^дуетъ, что и равенство параллель- 
оыхъ отрЬзЕовъ сохраняется посл^ растяжен1Я. 

Теорема 10. Параллелогонъ до растяжешя остается парал- 
лелогономъ н посл^ растяжен1я. 

На основашн сл^дств1Й а яЪ предъилущвй теоремы мы за- 
Бдючаемъ, что система соотв^тственныхь точекъ параллелого- 
новь или плоская сЬтка остается такою же и посл^ растяжешя. 
Если же вместо точки мы возьмемъ безконечно малый па- 
раллелограмЪ; то система такигь соотв^тственны^ь элементовъ 
остается и посл-б растяжешя системою равныхъ параллелогра- 

МОВЪу ВСЬ СООТК]^ТСТВеННЫЯ точки КОТОрЫХЪ ОбраЗуЮТЪ ПЛ0СК1Я 

сЬтки. Разд^ливъ ве1 Фигуры системы на соответственный та- 

К1Я параллелограмы, мы найдемъ Фигуры и посл'Ь растяжешя 

раздйленньши на соответственный параллелограмы, совокупность 

которыгь выполнить собою плоскость въ параллельномъ поло- 
жеши. 

§ 62. Опред1ьлеи%е 12. Сдвигомъ плоской Фигуры назы- 
вается такое ея изменеше, при которомъ только одна прямая, 
называемая осью сдвига , сохраняетъ свое первоначальное поло- 
жеше, а вей друпя прямыя, ей параллельный, уклоняются по 
своему направлешю въ ту или другую сторону на величины, 
прямо пропорщональныя ихъ разстояшямъ отъ оси. 

Цртмпмаше. Направлеше оси сдвига есть направлеше сдвига, 
а величина уклонешя прямой ей параллельной и находящейся отъ 
нея вараэстояши, равномъ единице, служить м^рою сдвига. 
Если мы припишемъ оси сдвига, какъ прямой, определенное на- 
наоравлеше, то этимъ самымъ опред^лимь и его знакъ; сдвигъ 
будеть положительнымъ, если уклоненве произошло по направле- 
шю оси сдвига, и отрицательнымъ — въ обратномъ случае. 

Теорема 11. Прямыа до сдвига остаются прямыми и после 



1 □осл'Ё растяжен1я увелпятся 
, уведвчятся на ту же вемчину. 
ы, подвергнутой сдвигу, не вз- 

дивости этого, достаточно раз- 
,вуня системаии ларалдсльныхъ 
одной системы оараддедьны на- 
малые паралделограиы. Пло- 
ледограиовъ не язи^^антся отъ 
ихъ сумма, т. е. площадь дан- 

1Ы , подвергнутой какниъ-угодно 
1ивается на велич1ну произведе- 

■араллелограмъ сдвигами й рас- 
[енъ во ВСЯК1Й другой данный, 
другой данный падлелограиг н 
(ъ первый. Чтобы сд-Ьдать это, 
но направлен!ю Ьа, принявъ Ьс 
юнъ, чтобы ЬЫ^а^ стадъ равяо- 
тявъ одну изъ сторонъ, напри* 
Фигуру сдвигу на такую веди- 
АВ (что всегда возможно, если 
и АВ > АЗ), и наконецъ, при- 
■ученную Фигуру а,\с^Л1 сдвигу 
;тада равною АВ и < Ь^а^А^ = 
я, что полученный такииъ обра- 
(етъ равенъ данному АВСВ. 
лледограна равна нроизведен!» 
)Й между двумя параллельными 
ь сторонъ пары на направление, 

10Й. 

[долограмъ; проведрмъ чрезъ I) 
дякуляряыя прямыя 2)С, и ВА^. 
вигу, приняв!. ВА^ за ось, я на 
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такую величину, чтобы ВС приняло положенхе ВС^ ; получаемъ 
параллелограиъ А^ВуСуВ^ площадь котораго равна произведем 
щю изъ стороны ВС^ на высоту или разстояше ме^ду сторо-* 
нами ВС^ и А^В^\ но высота эта равна отр'&зку аЬ параллель- 
ному А^) между двумя параллельными сторонами АВ я ВС^ л 
сторона ВС^ есть ничто иное какъ проэкщя одной изъ сторонъ 
пары ВС на направлеше ВС^ перпендикулярное къ А^), а это 
и требовалось доказать. 

Слиьдствге а. Если полученный параллелограмъ А^В^С^В 
подвергнемъ другому сдвигу, ось котораго ВС^ и на такую ве- Фиг. юг. 
личину, чтобы В А 1 приняла положенхе ВА^ , то получимъ равно- 
м']&рный данному прямоугольникъ А^^С^В. Такъ какъ площадь 
параллелограма меньше квадрата его большей стороны, и такъ 
какъ, беря различный направлен1я, мы можемъ придать проэк- 
Ц1ямъ этихъ сторонъ ъ(Л величины отъ нуля до величины самой 
стороны, то отсюда сл'Ьдуетъ, что посредствомъ двугь взаимно- 
перпендикулярныхъ сдвиговъ мы можемъ превратить всякш дан* 
ный параллелограмъ въ прямоугольникъ, подобный каждому дан- 
ному, в, между прочимъ, въ квадратъ. Теперь положнмъ, что 
какая-нибудь Фигура А подверглась какимъ-угодно сдвигамъ я 
растяжен1ямъ, и всл'Ьдств1е этого превратилась въ Фигуру А. 
Врзьмемъ на Фигуре А четыре точки, который составили бы 
^квадратъ; тогда соотв'Ьтственныя точки Фигуры А составить 
н1&который параллелограмъ. Растянемъ квадрать по направлен1ю 
одной изъ его сторонъ, принимая другую за ось растяжен1я, на 
такую величину, чтобы площадь образующагося прямоугольника 
стала равна площади параллелограма Фигуры А, Въ силу равно- 
м'брности по только-что доказанному прямоугольникъ двумя сдви- 
гами, оси которыхъ — стороны самого прямоугольника мы мо- 
жемъ превратить во всяк1й другой, а сл'Ёдовательно и въ парал- 
лелограмъ А. Нетрудно уб'бдиться, что въ силу сд1^ланнаго рас- 
тяжен1я и двухъ сдвиговъ, и сама Фигура А превратится въ Фи- 
гуру Аш Другими словами, как1е-угодно сдвиги и растяжешя мог» 
гутъ быть зам'&щены однимъ растяжешемъ и двумя сдвигами 
по какимъ-нибудь двумъ перпендикулярнымъ направлещямъ. Та- 

XXI. 13 
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, всяЕсая Фнгура, благод&ря сдвигвнъ и растяже- 
■зм^Ьвиться въ лруг1я, число которыхъ — безко- 
третьяго порядка. Этниъ услов1еиъ определяется 
[раллелогоновъ перваго и высшаго порядка, такъ 
логоновъ в'Ёкотораго порядка п, совокупность ко- 
'еть одиаъ собствевно параллелогонъ, всд'Ёдств1е 
сдвиговъ и растнжен1й превращаются опять въ 
овъ порядка п. 



ПЛАНИГОЫЫ. 

мптте. Мы внд-Ьлв, что арв выподвенЕк пюско- 
шаля, положен1е одной изъ ФВгуръ вполне опре- 
иоложен1е вс-Ьхъ сиежвыхъ. При вьшолненаи пло- 
вами это услов1е можетъ я не быть соблюдево, въ 
чего иы иожеиъ сослаться на фиг. 103; ова со- 
полняющвхъ пдоскос1ъ равны&ъ Фигуръ, но поло- 
зъ нвхъ ве определяегь собою положев1я вс&хъ 
ъ что съ одвой стороны какой-нибудь Фигуры но- 
Е> различный сторовы другой. Такое незаковосо- 
)лнеше, очевидно иояЕвтъ аи^ть и^сто лишь въ 
>, если въ планигове ви^ется по нескольку рав- 
Поэтоиу, если ны выведеиъ усдов1я образовав1я 
плавигововъ, но выполняющихъ плоскость по 
закону, то незакоиосообразвое выполнен1е явится 
ишь въ тЁхъ частвыхъ С1учаяхъ, когда получен- 
Гдутъ ниеть несколько раввыхъ сторовъ. Прв вы- 
ръ, вьшолвяюш:1\ъ плоскость по определенвоиу 
безразлично, будуть Л1Г Фигуры собственно равны 
или обратно равны т. е, снииетрвчны, такъ какъ 
случае вара такихъ сиежныхъ Фягуръ составить 
{оторой и выполнять плоскость. 
7. несколько планигоновъ всегда соедявяются въ 
ующ\я параллелоговъ. 
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Пусть- аЬЫ данный пданиговъ. Докаж 
неоаред'Ьденво боишаго К01вчества выпо 
Фигуръ, мы всегда иоженъ выбрать скол» 
торыя ваходатся въ парадлельаонъ съ нвн' 
момъ Х^% если бы такого положен!» вовсе 
ЧЕЛО бы, что ВСЁ р11ШЕтелы1о Фигуры от 
друга но аоложен1ю; но въ такомъ случв 
большаго числа п этяхъ Фигуръ ны ыогди I 
рая по положенш отличается отъ данной п 
кой данной величины; пусть такая Фигура 
чятъ уголъ между ^ и ^'а меньше всякап 
точка а и ^' прямыми, который образовали 
данной системы ; въ такомъ случа'б, на с 
уго1Ъ между (2а и 4'а' равенъ алгебраичес! 
жду всбии сторонаин взятой ломаной; но 
ея прямыя суть стороны данныхъ Фигур 
этими прямыми представляютъ доиолнев! 
суим'Ё н'Ёскольквхъ внутреннихъ угловъ А 
какъ сумма опред-Ёленныхъ колнчествъ не 
меньше всякой данной величины, тозначиг 
и'а не можеть быть беэконечво малый. С 
гуры не иогугь различаться другь отъ д^ 
значить самое число положен1й есть оаред"! 
тоиъ, въ силу правильности расноложен1я <! 
что есла возьиеиъ во вс11хъ Фигурахъ, пар 
ныхъ соотв'Ьтственныя точки, то получи» 
отношен1ю къ которой вс^ друг1я Фигуры 
ложен1и представить собою соотв-Ётственш 
Совокупность изъ т системъ такяхъ элеи! 
.бою плоскость, и значить каждый такой 
составить — часть паралледограиа сЬткв; 
ментовъ можно составить параллелогонь, [ 
лограму с^тки. 

Лримгьчате. Теорема эта даеть намъ ] 
изъ изв-Ёстныхъ параллелогоновь разлн 
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|Ы1е]огоны эти иогутъ быть раэА'к1еиы на равиыя 
:но, что вообще это будетъ зависать отъ С1Шнетр1И 
новь, ■ что ииенно наибол'Ьс снмнетричыыя Ф1гуры 
гь разд'Ыены на наиболЕ>шее чиио .раввыхъ (вл 
цыхъ) Фягуръ. 

-аыоввнся эд'&сь только на схЬдующеиъ внтересномъ 
аввсащенъ впрочемъ отъ тодько-что локаэаоной тео- 
1е11но вывоА'Ь всЬхъ тЁхъ п1анигоновъ, укоторыхъ 
[хъ стороЕгь, и арвтонъ ианигоновъ равныхъ, а ве 
>1гь. Пусть какой-нвбудь изъ этвхъ ианвгововъ 
горонъ; отм'Ьтвнъ одну жэъ вершинъ цнфрою О, ■ за- 
то стороны 110 часовой стр'ЬдкЁ аосл^доватиьво ря- 

1 , 2, 3 .... п. Такъ какъ у каждой Фкгуры въ от- 
'Ьтъ равныхъ сторовъ. то значить сторона 1 можетъ 
шь со стороною же 1 снежной Фштры, но при этонъ 

двугь соввадающшхъ сторовъ по необходшосп про- 
ое; поэтому, прв вершнвЪ О раслоюжггся упиъ вто- 
I, ютЬющ)! сторовы 1 и 2. Приагая то же разсуж- 
>й аосгЪдней ггорогЬ. ны уб'Ьдвмся, что ори той же 
I тоаько-что уаомав^тынъ углоыъ бгдеть схЬдоватъ 
ьеи «вгАфы. пгЬющя стороны 2 ш 3 ■ т. д. до п, н 
1ыси Т1.>гда. когда около верппвы О веречередовалсь 
нше углы 1ианвгова яожеть прсжэоктв вы1кинев1е 
N№10 »п>й ТОЧК1. Но ножетъ случиться, что вьпюл- 
ей еще ве провзооио; егъ такоп случа:^ веобходино 
||итса тогь же осиный рагъ утлоиь около то! же точ- 
и словами, с>'Ш1а виутревннгъ угловъ такого олши- 

4*' или аредспиаеть собою д^лпл этого осла; 
ивъ ваижеаьшая сумха вйттрешшхъ тглокъ ниого- 
ктъ 2^. то .шачжгъ «о^г-вша лишь 2 тше шаа-' 
гырехутолижсъ и трехтголышкъ съ р*т^"" сторо- 
гдво тб1дн1ига.<под1йгт«вт?дык> пара раввыхътрех- 
ь обрдзуегъ Д1-. а пара раваыгъ четырехуголии- 
аараи^лоачгъ. Эта ак ««тры нредстаианпъ еобою 
>'.\1!ы в:>.^1ш\' иг>р1ик>, какъ >п> нынвдЬп равык. 
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Щ1Я главнымъ поясамъ, а грань можетъ быть опред'Ьлена не 
меньше чЫъ двумя парами пара1лельныхъ сторонъ; каждая же 
изъ этихъ ларъ принадлежитъ (гЁкоторому аерекрестнону поясу. 

Те(^ема 16. Грани зоноэдра четноуго^ьникв. 

Теорема эта неросредственво вытекаеть изъ ОIIред^аетя зо- 
ноэдра, такъ какъ каждая грань пос1йдняго доляша со снеж- 
ными, взятыми попарно, образовать поясъ, а сл^Ёдовательно ея 
стороны будуть попарно параиельпы другь другу. 

Теорема 19. Веб пояса зоноэдра перееЬкаются въ его гра- 
вяхъ. 

Полюсы ^) граней одного и того же пояса находятся на боль- 
шемъ круг! Сферы; два бодьшихъ круга всегда перес1Бкаются; 
точки перес'1^четя должны быть полюсами гранен, такъ какъ въ 
протввномъ случае , дв'Ё снежныя грани пояса не образовали бы 
первичныхъ поясовъ со смежными гранями другихъ ноясовъ, а 
потому и самая ФИ17ра не была бы зоноэдромъ. 

Слтьдствге а. Отсюда заключаеиъ, что грани зоноэдра по- 
парно параллельны другъ другу, такъ какъ два пояса всегда 
пересекаются по двуиъ параллельнымъ гранямъ; значить, нло- 
ск1я с'&чев1я поясовъ зоноэдра будуть четноугольники. 

Теорема 30. Число граней побочнаго пояса не меньше двой- 
наго числа главиыхъ поясовъ. 

Это прямо слйдуеть взъ того, что каждый поясъ зоноэдра 
пересекается со всЬми другими, въ томъ числ'б и главными, поя- 
сами и притомъ въ двухъ граняхъ. 

Слпдствге а. Число реберъ, не принадлежаищхъ главнымъ 
поясамъ, но принадлежащихъ гранямъ этихъ поясовъ, одно и 
то же для каждаго главнаго пояса, а именно число это четвер- 
ное число вс^хъ побочныхъ поясовъ, такъ какъ каждый изъ 
этихъ последвихъ лересЁкается съ главны^ въ четырехъ 
ребрахъ. 



') Полосоиъ грави аазывается точка аерсс'Ьчен1я со сФерою рвл17са вен- 
тора, □ерпенлику1ярнаго къ этой грави. 
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Теорема 31. Суииа гоноэдровъ всЪхъ видимо одноро; 
зоноэдровъ есть одна ■ та же ве1ячвна, а именно провзв! 
взъ 2А ва разность числа вершинъ и двойнаго числа поясо: 

Означимъ число поасовъ зовоэдра чрезъ р, и пусть 
грааей 1-го, 2-го. . . . »и-го пояса будетъ I,, 1^. . . .1т; 
двуграввыхъ угловъ этихъ поясовъ будетъ соотв'Ётствеа 

(г, — 2), 2^ (^1 — 2) 2й (?„ — 2), в С1*довате1ьво < 

сумма 2В = 22(г {1,^—2) = 24 ^1у—Ара. Ясно однак( 
величина Е2^ есть ничто иное какъ число реберъ или г; < 
ват«льво, ЪВ=2й {г—2р) и 2(3— 2В— 2(г (/"—2): 
(г — 2р — /"н-2):=2й {п — 2р) (по теореи'Ь 22 отд. II и 
иул'Ь Эйлера), гд'Ё /'число граней и п число вершинъ зоное 

Слпдстте а. Если мы сд^лаеиъ въ этой Формул^Ё р 

то ПОЛуЧИИЪ 26 = О. СЛ'§ДСТВ1е это .относится КЪ ПЛОСКИМ! 

гоугольникамъ (а именно четноугольникамъ); поэтому мы не 
сказать, что и четноугольнякъ есть зовоэдръ еъ двумя гр 
(конечно раввынв), в что число его поясовъ равно половине 
его вершинъ. 

Особое 1^мгьчанге. Въ посл'Ьдующвмъ, радв простоты 
мулъ я краткости, всЬ числа, по необкодииости четвыя, мы 
нимъ ихъ половинами, и значить число сторовъ 2т-сторс 
четноугольннка буденъ принимать за т, число граней пояс! 
сто 2^ за I, в число граней зоноэдра вместо 2/ — /". 1 
краткости ради, произведение р (р — 1), гд-Ь р — число по1 
буденъ называть Функц1ей зоноэдра, лт {т — 1), гд'Ь т 
(какъ всегда половинное) сторонъ какой-нибудь грани зоноэ;| 
фувкщей граня зоноэдра. 

Теорема 22. Функц1я зовоэдра равна сумм* Функц! 
грааей. 

Прииенъ какой-нибудь поясъ за основной. Мы зааем 
число вс^хъ остальныхъ поясовъ равно половнн11 числа ст 
боковыхъ граней, не считая сторонъ, входящихъ въ с( 
санаго пояса. Поэтому, если число четырех-, шести-, восьн 



[ковъ, входящяхъ въ составь боковыжъ граней, мы оэна- 
)езъ /*„ /■„ /"^ ..... то получнмъ 

- 1 = 1 ./;-*" 2/; -#- 3/; -ь — н- (п — 1 ) /", -*- , 

вкъ нэъ четырехугольника въ счегь входить одна, изъ 
гольаика дв^ стороны и т. д. Подобный же равенства ыы 
гь и Д1Я вс1хъ другвхь аоясовъ. Суинирован^е этвхъ ра- 
, даеть (р— ])р=2 {1/;н-2/;-ь....-н(«-1) 

. .), такь какь въ этой сутгЬ р членовь. Но при суи- 
а1н происходить иовторен1е велнчвнъ, и првтоиъ ясно, что 

грань повторяется столько разь, для сколь кихъ аоясовъ 
житъ общею гранью, т. е. 2л-угольникъ повторяется въ 
ни'Ё п разъ; это же число представляетъ собою энакъ арв 
Л (. Привявъ это во внимание, иы получвиъ окончательно 

1) 1> = 1 . 2 /; ч- 2 . 3 /; -+- -н (п — 1) и/; -+- , 

ребовалось вывести. 

'имгьчанге. Формулу эту мы также иожеиь применить къ 
1ъ Фигуравгь, т. е. эовоэдраиъ, состоящимъ изъ двухъ 
— четноугольниковъ; если число сторонъ его 2п, то 

(^) — 1)р = {п — 1) п или п = р, 

)очеиъ очевидно. 

Ш. Теперь мы перейденъ къ вьтводу важн'Ёйшихъ зоно- 

, Такъ какь веб грани какого-нибудь многогранника не 

быть многоугольники наяиенован1я шесть и выше (§ 24), 
птъ въ числ11 граней зоноэдра обязательно должны быть 
елограиы , а потому и первый членъ основной зоноэдрнче- 
эрнулы будегь всегда д-Ьйствительный. 
ный выводъ мы начнеиъ сь зоноэдровъ, вс! грани кото- 
траллелограиы, в затЁиъ нерейдемь кь такинь, въ число 

которыхь входягь шестиугольники и т. д. 
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н т. д. Однако , тогь же рядъ мы въ другой «орвгЬ получннъ и 
пряно изъ основной Формулы 1р— \)р^ 1.2 ^',, а шенво, 
такъ какъ ^, = -|- , то /":= (р — 1) ^?, ■ потому похучяиъ рядъ 

1.2 = 2, 2.3 = 6, 3.4=12, 4.5 = 20, 5. 6 = 30 и т. д. 

Итакъ, рядъ ЧЕселъ, выражающвхъ собою чвсло граней отно- 
сяща1ся сюда зоаоэдровъ, есть рядъ трехугодьвыхъ чясехь ■ 
находится въ гЬсной связи съ ариеметическою прогресс1ею вто- 
раго порядка натуральныхъ вечетныхъ чиселъ. 

Первый ч1енъ этого ряда относится не собственно къ зоио- 
эдру, а къ параллелограму, разсиатриваеиоиу какъ зовоэдръ. 
Второй, трет1Й в пятый члены общеизвестны въ ввд^ предста- 
вителей — куба, роибическнхъ додекаэдра итр1аковтаэдра, кото- 
рые представляютъ собою нзозоноэдры и нрнтомъ тиничесюе. 

Фнг. 106. Однако четвертый ороиежуточный членъ, а именно ронбичесшй 
икосаэдръ, оовидииоиу еще неизвЪстенъ. Легко опред1лить, что 
эта Фигура ин11етъ 22 вершины, 40 равныхъ реберъ; число его 
поясовь равно 5, и сани пояса восьмигранные. 

Легко видеть, что Фигура эта заключ&егь въ себ^ четыре 
слоя граней, и въ каждомъ сло^ пять граней. Нетрудно в■д^ть 
также, что Фнгура эта можетъ обладать пятерною осью сиине- 
тр1И. Изъ проэкщи ея на плоскость , перпендикулярную къ оси 

Фаг. 106. (фиг. 106) видно, что положен!е одной изъ верппиъ, ближайшнхъ 
къ оси, вполн11 опред^ляеть собою всю проэкщю. Легко видеть 
также, что Фигуру эту можно подвергать растяжешю вдоль оси, 
и чрезъ это получвмъ сер1ю ромбическихъ икосаэдровъ, обла- 
дающихъ тою же осью сн11нетр1и. Въ этой сер1И обращаютъ на 

Фиг. юб.свбя вквнвн1е два особыхъ члена, яэозоаоэдръ (фиг. 105) и ти- 
пическая Фигура (фиг. 107), но об^ эти Фигуры различны, тавъ 
иакъ намъ уже известно, что типическаго изоэдра — ромбиче- 
сиаго икосаэдра — не существуетъ. 

Въ серш ромбвческихъ икосаэдровъ мы заи^чаемъ то инте- 
ресное обстоятельство, что число граней о;№ого слоя равно числу 
ноясонъ р, а число слоевъ ^ — 1 . Мы сейчасъ увидимь , что то 



У 
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же свойство пряваддеяснть в безконечнону ряду зоноэдрс 
кетораго вэв^ствы два первые ■мена — роибоэдръ (его 
2 . 3) в ронбвческш додекаэдръ («ункщя 3 . 4); однако, рот 
тр!аконтаэдръ не привадлежитъ этоиу ряду. Для доказа1 
достаточно ограввчвться проэкщею, такъ какъ по проэ! 
всегда ношеиъ восвровэвести сер1Ю «вгуръ. 

Буденъ называть члены этого ряда Фигуръ по чвс1} 
слоя, такъ что роибоэдръ будетъ во этой номенклатуре 
нальныиъ, роиб1ческ1н додекаэдръ — тетраговадьвымъ, 
бвчесшй якосаэдръ — пентаговальныиъ зоноэдроиъ, ■ 
дуенъ главн'1йш!я свойства проэкщн п-гональааго з< 
Уголь л, очевидно равевъ — , а 

л,=4(*— 2 (2(г— а,)=2а1; а,=Ы—а^ — 2 (2((— <ц)=1 

е<ми положииъ а^ = ^а^ , то а^_^, ^Ы — а^_, — 2 (2Л - 
= Ы — {I — 1)сц — 2(2й — Ц) =: (г -*- 1)а, что вполн 
щаетъвашъ выводъ. 

Крои-Ё этнхъ угловъ иы отличаеиъ въ проэкщн еще 
а виенно р, = 4(^ — а,_^, = 4(( "— - " -; значить, в» 
этихъ угловъ убываютъ съ возрастан1еиъ I. Для обвода I 
ни одинъ иэъ этвхъ угловъ ве можетъ бьггь больше 2(2 
тоиъ а, всегда долженъ быть иен'Ье 2<2, а ^^ ыонсетъ бьл 
венъ этому углу; таквнъ образоиъ а^ = *— < 2(2 ялц 21 
р, = Ы "~^~^ < 2й или 2г ^ м — 2; следов) 
2->»^-2 — 1. Поэтому для вв^шняго обвода I может 
лишь дв4 величины: о) г = ^^ лЬ)г = ~- , Ясно, ч 
вый случай относится къ нечетнымъ, а второй — къ <; 
величивамъ п. Въ обоихъ случаяхъ п есть число граней 
слоя. Но въ первомъ случае г есть половина числа сло( 
этому 2»л^(» — 1)и^/=(р — 1)^>, следовательно 
т. е. число ооясовъ равно числу граней въ сло'Ь, а число 
равно тому же числу безъ единицы. Во второмъ случв'Ь ( 
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гея вторшный поясъ, лроэтяруюоийся въ санонъ вн^шяеиъ 
1^, и его гравн паралмьаы оса свмиетр1в; въ этоиъ слу- 
Ч1С10 слоевъ 2» -н 1 , т. ^. опять п — 1 , а потопу р опять 

> п. Этшгь доказывается существоваше ряда полговап- 

> зоноэдровъ, яи^юпщхъ Фувкщю п (п — 1). 

Теперь вайденъ изозоноадры этого ряда. Очеввдво, что 
1>яговальвые взоэдры, т. е. ромбоэдры предетавляютъ со- 
взозовоэдры, и притонъ твппесше. Изъ сер1и тетраго- 
1ыхъ зовоэдровъ ям'Ьекя двшь одивъ взозовоэдръ, в опять 
1есшй — ронбвческ1Й додекаэдръ. Ясво, что прв растяжен1в 
Фвгуры вдоль осв гравя будуть язи^вяться и првтонъ раз- 
) для раздвчныхъ сдоевъ. Въ сер1в пентагонадьвыхъ зояо- 
гъ существуеть. какъ мы уже ввд'Блв, лвшь одинъ взозоно- 
— ро11бвческ1й вкосаэдръ, яо уже ве твпвческ1в. Теперь 
венъ, что вс^ сл^дуюпце зоноэдры ряда ве содержать бо- 
1зозоноэдровъ. Для гексаговальныхъ Фигуръ иы получаеиъ 
1СТВ0 прозкц1й граней, такъ какъ проэкц1в эта будуть ройбы 
-'ланв въ 120°в60°;нотакъкакъ наклонен1е граней разлнч- 
• слоевъ къ плоскости проакщв разлвчво, а иневло для верх- 
слоя иевьше чйнъ для сл^дуюшаго, то отсюда заключает», 
-рани верхняго слоя меньше ч^мъ сл^дуюшаго. 
'^ля сл^дующигь членовъ ряда зовоэдровъ (т. е. когда п> 6) 
юлучаеиъ а,=— <-дЧг, а^^2а,<-^, а потому Л — вь1>д(^ 

— (2 < 1<2, в значить величавы угловъ ромбовъ втораго слоя 
роэкщв блвже къ Л тЁмъ угловъ вервага слоя, а потону и 
[ддв ронбовъ втораго сдоя больше ч^иъ перваго; поэтому а 
)Г1 площади самижъ граней втораго слоя будуть больше ч*мъ 
аго. 

Зъ случа-Ё вц < (2, мы ии-1емъ во всякоиь случае А — о, = 

— 2а,<(2 — а,; значить и въ этоиъ сл}'ча'Ь вн'Ьетъ н^сто 
е соотвошен1е. 

^ в7| Но кроиЪ только-что описаннаго ряда зоноэдровь ножво 
ставвть се<№ другой рядъ, а именно для случая, когда п не- 
ае число. Въ атомъ случае, какъ иы ввд'Ьлв, число слоевъ 



Зошюдры 1-го роАВ 


Зояоэлры 2.Г0 рода. 1 


' 


п 




Свр1я Фнгурт.. 


§1 
11 


II 


Сер1я Фйгуръ. 








Гямом»»»- 








В 




3 


ВеЪ члены-шанче- 
ск1е иаоаовоэлры — 


3X4 


3 


И нЪется лашь однвъ 
и притоп. тяпическЦ 
изомяовдръ — ромба- 
чееиВ лодекаэдръ. 


4 




4 


Икается ляшь омвъ 
т11Ш1ческ1В яаоаоно- 
эдръ — ронбмческ1В 
додекюдръ. 








5 




5 


ИхЪетсямшьоАнвъ 
иэоэоноэлръ.Г^ио ие 
Т1Ш1Чвсш1) — ронФн- 


5Хв 


5 


И нЬется лц шь одияъ 
н прповъ тнпкческЮ 
наомяоэАръ — ромбя- 
чеоий тр1Якантаад11ъ. 


6 




С 


Нкп аэозфвоэд' 
ровъ. 






Гйммммимм. 


,7 






ИЪгь изоэовюд- 


7X8 


7 


Шгь поэояозд- 
ровъ. 

















ВОДЪ ВАЖНЪЙШИХЪ ЗОНОЭДРОВЪ СЪ РА31ИЧНЬШИ 
ГРАНЯМИ. 

5 88. Мы шчнеиъ этогь выводъ съ «итрь. которыя кдожЬ 
идеюгралоаъ содержать еще теспугоАвп!, ■ прггоиъ сна- 
к прехмиожшъ сущостммше лшь одво! пары шеспугои- 
гь {"раяей. Ясно, что даа этого сл^чаа осжпшя Формула пря- 
аегь аадъ (р — П ;> = /"-«-б, гд* ^ чшсю четырехуииьныхъ 
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граней. Изъ нея выводвиъ ^) = -^ -§- у— -*- /*-<- 6 = 
передъ корнеиъ ны ставяиъ эд^сь-1-,такъ кахъ въ 
случа'Ё р вышю бы отр1щате1ьнынъ, что вевозыоншс 
выражешя ввдииъ, что 4/*^- 25 должно быть ква;фа1 
(■ притоиъ нечетнаго) числа; если означинъ этот 

, „ а*— 25 (а -*- 5Иа — Б) 

чрезъ а , то получииъ 1^ — ^ = ' '-^ ', а э 

ваегь, что есл только а есть нечетное число ббльп 
то изъ него всегда получвиъ возиоашую величину и , 
меньшее эначевге есть а^7; а аотону величины ] 
сл^дующЛ рядъ: 6 = 2.3, 14=2 (3+4), 24 = 2 | 
36*й2(3-1-4-н5-н6) 

Первая, сюда относящаяся, Фигура есть гек 
аризиа. Вторая изображена на фиг. 110. 

Для зоноэдровъ съ двуия оараыи шестиугольш 

основная Формула оринииаеть видъ {р — ^)р = (-*- 
_ _ _ _____ 

р= 2--*-у7-ь/^-»-12= Ц 4/^-I-49^ 

квадратоиъ ц^^аго (нечетнаго) чисХа, и иы для / 

рядъ: 8=2.4, 18 = 2 (4 -*- 5), 30 = 2 (4 -ь 5 н- 

(4 -ь 5 -*- 6 -ь 7) 

Порван Фигура есть ничто иное какъ видоизи'111 
ческаго додекаэдра, происходящее изъ него нутеи- 
вторичнаго нояса, ось котораго параллельна оси сни 
этоыъ ройбы этого пояса превращаются въ шести] 
саиъ поясъ въ первичный. Фигуру эту мы назове! 
иынъ ронбическимъ додекаэдроиъ. Вторая Фигура 
изображена ва фиг. 112. 

Для зоноэдровъ съ треия парами шествугольн! 
основная Формула приаинаегь видъ {-р — 1)р^ (-*■ 

квадратоиъ ц^^аго (вечетнаго) чима, в д^я /'иы полу 
2 = 2.1, 12 = 2.6, 24=2 (в-^6) 38 = 2 (« 
64 = 2 (6 -«-6 -4-7 -+-8) 
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ВЫВОДЪ ВАЖНЪЙШИХЪ ЗОНОЭДРОВЪ СЪ РАЗЛИЧНЬП# 

ГРАНЯМИ. * 

§ 68, Мы начнемъ этотъ выводъ съ ФИгуръ, которьш-, 
иарадлелограмовъ содержать еще шестиугольники, в пр 
чала предподожимъ существоваше лишь одной п(1ры 
ныхъ граней. Ясно, что для этого случая основная 
вииаетъ видъ {р—\)р — /*-|-б, гд* ( число ч 
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сЬхттся шъ одной точгй — цектр^Бсл хе центра не и1ГЁется, 
1П)ст110«ател>вость соотжЬттенныгъ граней не ножеть быть 
яя&кова. Пусть грив а соотжЬтст в тетъ равная в параиель- 
я ей (« . л скеалой гъ т граиж Ь еооту Ь тствуетъ Ь' не 
{ехнаа гь 'I . К^ш въ а\ тап ■ жъ Ь', доищо заключаться ио 
9{КНгЬ. раваоп ■ аарздкльвой общехт ребру граней а жЪ. 
:л оъ гравыо '( !1о :>Г'>ят ребру еяехна граньс'.аграв! Ь' — Л, 
\ провел^ чр*.-^ь ВСЁ >гв гр&н> вторпвый ноасъ, ыы получннъ, 
V въ ц^'жъ н«;'.ч'хцдш1о додашы находттыгя в гравв с в с^, со- 
оЬ'пггвеынын '/ 1 /. Нд освован11 хе еообракевЫ, водобааго 
<му. к»п.>^к'е :г<>1В1?1<?во дда доказательства теоречы 3, иы увн- 
М1. ис1л\«|и^;я<ч-п. сд'Ьлннаго допущен1я, тЪиъ ■ докахется 
щ.ч-1вован1о аейтра. 

('..|'(имчс чч' ^^. Рлвк'-^реоерзьигъ зоеоздрош. называется 
|«мдрь. 1к'«сл м>п'р.1Г0 шбють рзвныя ребра. 

{\11ьС\'1Н"К- л. И^ь ^гчго осро4Ьлен1Я вытесаегь. <гто равно- 
ч'ч'рный з\>ы»'Лрь (чть парнограннию-. а его гранж — парно- 

■/'!41/'<,«и ;.-'^, Ьл'дв сущлтвуеть как->н-нвбудь выпуклый зо- 
щ>ь, 1ч> г\1цео1'в>к'гь ■ его равнарег^рвыя отлвчга. 

I '(тчн *;"1"-ич> .юио-'лрл четиоугольднкв. Нетрудно построить 
ищи ицччишм!, 1чк'1й11.1а10Щ1е разновидности этигь четноуго^ь- 
1.01И., пи|и>111.| ки1ч>рьиъ им-Ьють проозвольную длвву г. 
1» |1И>Г11 до«'ииоч1и> строить аосл^довате^ьно углы данныхъ 
111)1И1>»<1П)1м>иь аъ томъ же порядке, каь-ъ это игЪетъ ы-Ёсто 
1'!И1>1м. <1'И1'>1>ь, а ве>1К)й разъ на вновь проведенной прямой 
41«1.1111' тмичииу г. Построивъ таквнъ образоиъ половину 
ни1>1'.и>)итт1кн, остается стянуть концы полученной ломаной 
пмчй, II, ирпннвъ ея средину за цеитръ, постровть остальную 

|1|||И11у. 

П')Г1'у|11т точно така^е съ полученныки гравяив, который 
1(,т пи1.ггь смыкаться другь съ другонъ въ силу равенства 
1, у*^{ч'\\ъ^ а также равенства угловыхъ элеиевтовъ (олоскихъ 
11||и, и гоноэдровъ) составляюшейся такимъ образомъ Фвгурь! 
|'||'>11г1.'1'|^Г1<01тымв элементами даянаго зоноэ;ра; во отяоше- 



• »'>С5* 
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иетръ на дв^ равныя части, такъ что стороне, находящейся на 
одной лзъ этихъ половинъ соотв'бтствуетъ равная и обратно па- 
раллельная ей сторона на другой половин'^, и значить плосюй 
поясъ, соединяющ1й пару такихъ сторонъ, пересЬчетъ поясъ, 
проведенный раньше. 

Особое примтчанге. Зд^сь также какъ и при вывод')^ основ- 
ной зоноэдрической Формулы, условимся принимать за единиц^у 
два элемента, составляющ1е пару соотв'Ьтственныхъ элементовъ. 

Теорема 37. Число параллелограмовъ, происшедшихъ отъ 
разложен1я площади выпуклаго парносторонника плоскими поя- 
сами, равно числу сочетан1й изъ числа (паръ) его сторонъ по два. 

Это прямо сл'Ьдуетъ изъ того, что каждые два пояса пере- 
сбкаются и даютъ въ результат* одинъ параллелограмъ, и изъ 
того, что число этихъ поясовъ равно числу (паръ) сторонъ 
Фигуры. 

Слгьдствге а. Изъ изложеннаго сл'Ьдуетъ, что, такъ какъ вс* 
грани равноребернаго зоноэдра мы можемъ разложить на парал- 
лелограмы, то за параллелограмы же можемъ принимать и са- 
мый его грани. А такъ какъ для каждаго зоноэдра мы можемъ 
построить равнореберныя разновидности, то сл'Ьдовательно и 
грани вс^хъ зоноэдровъ вообще мы можемъ принимать за па- 
раллелограмы. Зоноэдры, такъ разсматриваемые , мы будемъ на- 
зывать теоретическими, и относящхеся къ нимъ элементы отме- 
чать значками. Такимъ образомъ для каждаго теоретическаго 
зоноэдра мы можемъ прим'Ьнить простую Формулу 

Г = {р'-1)Р' (1) 

а также и н']^которые друпе выводы, сдЬланные для зоноэдровъ 
съ четырехугольными гранями, а именно Формулы : 

^' = ^. (2) 

2В' ='2й (г' — 2р') = 2йр' (I' — 2) (3) 

20' = 2с1 (п — 2р) (4) 

г =21' (5) 

п' = Г-*-2 (6) 



[ВО также для другой грани Ь 

(— 1 =Ра,б -^ ^Рг,ь -^ ("- 1)Р„^-*- ■ - • • 

5ш,е д^я грани к нолучииъ 

/■— 1=р,^-*-2^!ц-|- -н(п— 1}р„^-1- 

Число этихъ равенствъ Д1я всЬхъ иаръ граней (, и при сум- 
юван1Н каждый члсвъ р ,^ аовторяется столько разъ, сколько 
|Ъ граней заключаетсявъсоотв'1тственномъпояс'Ь,т.е. з'разъ. 
►тому 
Г— 1 ) /■ = 1 '. 2^», н- 2 . Зрз -н . . . . -ь (п — 1 ) П|?„ -н . . . . 

Изъ этой Формулы, совершенно аналогичной основной зоыо- 
вческой, иы заключаенъ, что каждой^' зоноэдру соотвЪт- 
уетъ ларногранникъ, число наръ граней котораго равно числу 
рвичныхъ) поясовъ зоноэдра, я каждому его поясу (первнч- * 
|у или вторичному) соотв'&тствуетъ пара граней зоноэдра од- 
наимевовав1я съ поясоиъ парногранвика. Мы будемъ дв^ 
1я.ФВгуры называть полярными, а выведенную Формулу — 
овною полярнозоноэдрвческою. Таквнъ образонъ кубъ какъ 
оэдръ и какъ нараогранникъ есть Фигура полярная себ-Ё са- 
I. Каждому парнограннику соотв*тствуегь солярный зоно- 
ъ; но можно взять такую разновидность этого зоноэдра, ко- 
>ая тоже будеть парногранвиконъ; по отношен1ю къ посл^д- 
: Фигур-Ё можно опять вывести полярный зоноэдръ в т. д. Та- 
\ъ образомъ, существуютъ ряды оолярныхъ Фвгуръ, въ кото- 
хъ каждый сл'Ьдующгй членъ, какъ зоноэдръ, есть Фигура ио- 
1ная по отношен1ю къ предъвдущей, какъ парнограанвку. 
1и мы лрииемъ ваприн^ръ за первый членъ такого ряда окта- 
ъ, д^я котораго 3.4^1. 2р,, т. е. р^ — число четырехгран- 
къпоясовъ — равно бдТОДЛЯСООтв'Ьтствующаго ему зоноэдра 
четырехугольвыив гравямв получимъ (27— 1) })= 3.4 = 
1.2/*,, т. е. онъ будеть вийть шесть наръ граней. Ясно, что 
< будеть ромбяческ1й додекаэдръ. Для посд^дняго, какъ парно- 
шннка (/■—!) /"=5.6= 1.2^)з^-2.3^^8=2.3 -«-6.4; 
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поэтому для подярнаго еиу зоноэдра получииъ (р—1)} 
= 1 .2^37*- 2.3/",^ 2.3-1- 6.4. Фигура эта ничто 
притуплевныЗ октаэдръ. Для послЬдняго, какъ парное] 
нм-Ьеиъ (/■ — 1} /*= 6 . 7 = 1 . 2ра -н 2 . 32)8 = 2 . 3 -ь 
долженъ соответствовать зовоэдръ, ддя котораго (р ■ 
= 6 . 7 = 1 . 2/; -»- 2 . ЗЛ = 2 . 3 -н 6 . 6. Эта Фигура 
иное какъ врнтуп1енный роибическ1б додекаэдръ, для 
вакъ парногранника, снова получаеиъ 

(/•^1) /-=8.9 = 1 . 2^^э-н2 . Ър^-^3. 4р,=2 . 6-+-6 . 4 

для его полярнаго зоноэдра ям^ень 

{р—1) р=8 .9=1. 2/;н-2 . 3/'в-н 3 . 4/;=2 . 6-«-6 . 4 

Эта Фигура есть притуплённый кубооктаэдръ и т. д. 
такяхъ рядовъ тЁ, что : 1 ) число паръ граней кансдаго сл' 
члена равно числу поясовъ нредъвх^'щаго, 2) алоск1е 1 
ней сл^дуюшаго равны соответственно двугранный 
лредъидущаго, 3) число сторонъ въ граняхъ следуют 
числу граней въ соответственныхъ поясахъ нредъидуи 

Все гоноэдрвческ1я Фигуры, какъ парногранвик! 
свои полярные эовоэдры, наглядно выражаюпцезональн 
туру первыхъ. 

Вс^мъ полигональныиъ зоиоэдрвнъ, какъ инеющ) 
рсхугольвыя грани, соответствуютъ полярные парногр 
четырехгранными поясами, а именно, какъ легко опред' 
лигояальнымъ зоноэдранъ 1-го рода соответствують д< 
нечетнаго и бипяраииды четнаго [|аиневовав1н. Такъ, 1 
ноиу зоноэдру 1-го рода (ромбоэдру) соответствуетъ т 
вый дельтоэдръ (тоже ромбоэдръ), тетрагональному 
1 -го рода (ромбическому додекаэдру) — тетрагональна 
мяда (октаэдръ), пентагональноиу зоноэдру 1-го рода 
скоиъ икосаэдру) вентагональный дельтоэдръ, гексаг 
зовоэдру 1-го рода — гексагональная бипяранвда и т, 
гональнынъ зоноэдраиъ 2-го рода соответствують □] 
такъ, три1'оцальноыу зоноэдру 2-го рода (ромбическое 
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етъ тригональный призиоидъ (октаэдръ), пен- 
1эдру 2-го рода (ромбическому тр1аконтаэдру) — 
;>язмоидт. я т. д. 

яъ прйзыамъ соотв1&тствують аризиы того же 
рв этонъ яюжеть случиться, что одва в та же 
олярною самой себ^, наприм-Ёръ квадратная 
основаы1ямв правильныни парносторонникаия. 
мся этими прии'Ёраыи, достаточно обрисовы- 
[п1е выводы теорш зоноэдровъ. 

РДСТЯЖЕНШ И СДВИГИ. 

^генге 30. Растяжсн1емъ телесной Фигуры на- 
■я изм^нен1е, при которонъ только одна пло- 
я плоскостью растнжеи1я, сохранить свое пер- 
ксн1е, а вс'Ь друпя параллельвыя ей ллоскостп 
{'Ёкотороиъ направлен!и, называемонъ напра- 
:Н1я, на величины, пропорщональаыя ихъ раз- 
скости растяжен!я. 

Проэк(11я разстоян1я, на которое передвинется 
цаяся на разстоян1и отъ плоскости растяжетя 
на аераендикулпръ къ этой пдоскоств, служить 
1. Ясно, что если величина эта равна единиц.-^, 
1ергаетсн никакому изм4иен1ю; если величина 
1Ы, то произойдетъ собственно такъ-называе- 
1ьное растяжен1е. Если величина эта меньше 
13ойдетъ сжапе, которое мы можемъ условно 
ънымъ растяжев1емъ. Такииъ образонъ, если 
)емъ раэстояи1е г1Бкоторой плоскости отъ пло- 
я до ироцесса, и тг будетъ соотв*тствениая 
)оцесса, то т и будегь величиною или коэфи- 
31Я. Мы иожеиъ представить эту величину въ 
которое постоянное число для всЬхъ растяже- 
«личив'Ё и знаку опред'Блитъ величину и знакъ 
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Теорема 38. Прныын до растяже111я остаютс: 
иосл'Ё растяжеы1я; пряныя, равыыя л параиельн 
такими же и посл'Ё растяжешя. 

Даны прямыя, равный и пара^^е^ьяыя аЬ и а'Ь' 
растяжен1я са в плоскость растяжев!я АВ. Пер&а 
ремы сводятся къ аналогичной теореме на алоскосп 
если чрезъ пряную аЬ и на11равлен1е растяжен1я п; 
скость, которая пересечется съ плоскостью растяж 
торой пряной оо', и примеиъ последнюю пряную : 
жен1я на плоскости. 

Если па пряной са отложииъ часть са\ =са', и ч 
нроведенъ пряную а\Ь\ равную я параллельную да! 
основан1и сл^дств1я Ь теоремы 9 пряныя аЬ и аЬ\ о( 
ными и параллельпыни и посл'Ь растнжешя; пряная 
нится совершенно одяваково съ а',&', , такъ какъ у 
жен1я для обояхъ совершенно одинаковы. 

Сл}ьдствге а. Плоскость до растяжен1я остаетс. 
а посл'Ё растяжен1я. Въ самоиъ Д'к!^, дв^ параллел 
остаются параллельвыии и посл'ё растяжен1я. Вс; 
наюдащаяся въ плоскости этихъ пряныхъ, остает 
будеть лерес-Ькаться съ гЬми же прямыми въ ихъ 
жеши, и, сл^^довательыо, будеть находиться въопре. 
плоскости, которая , значить, и будеть тою, которв 
изъ данной отъ растяжения. 

Слгьдствге Ь. Два равные и параллельные пл 
угольника остаются равныни и параллельными и 
аюн1я. 

Слгьдстте с. Параллелопипедъ остается парал. 
и посл^ растяжен1я ; и это относится къ каждону па 

Смьдапвге й. Зоноэдръ остается зоноэдромъ и 
жен1Я. 

Сл)ьдствге е. Всяк1Й нно1'Огранннкъ, иы^ющ! 
посл'б растяжен1я будеть ин^ть центръ, такъ какъ 
метра, отд'к1евныя центроигъ, можно смотреть ка1 
параллельные отр1;зки. 
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СА)ьдствге /*. Всяк1Й выпуклый многогранникъ остается вы- 
пукдымъ и посл'Ь растяжен1я. Въ самомъ Ж^% выоуклый ино- 
гогранникъ находится по одну сторону плоскости, составляющей 
продолжен1е одной ияъ его граней; поэтому разстояше точекъ 
этой плоскости отъ плоскости растяжен1я, будутъ больше или 
иеньше разстоянш всбхъ другихъ точекъ многогранника, взя- 
тыхъ на прямыхъ, проведенныхъ чрезъ эти точки въ направленхи 
растяжешя. 

§ 72. Опред^ьленге 21. Сдвигомъ г&иесной Фигуры назы- 
вается такое ея взм'6нен1е, когда неподвижною остается лишь 
одна плоскость, называемая плоскостью сдвига, а всЬ друпя па- 
раллельный ей плоскости перем'Ьщаются въ самихъ себ'б по н']^- 
которому направлен1ю, называемому направлев1емъ сдвига, на 
величины прямо пропорщональныя ихъ разстоян1ямъ отъ пло- 
скости сдвига. 

Примпманге. Перем'&щенхе плоскости, параллельной плоскости 
сдвига и находящейся отъ нея въ разстояши, равномъ единиц'Ь, 
служить м']^рою сдвига. Изъ сд'Ьланнаго опред'Ьленгя видно, что 
направленхе сдвига параллельно плоскости сдвига. 

Теоремй 29. Прямыя до сдвига остаются прямыми и посл-Ь 
сдвига; прямыя равный и параллельный остаются такими же и 
поел*! сдвига. 

Эта теорема, также какъ и предъидущая, сводится къ ана- 
логичной теорем']^ на плоскости (т. 11). Если аЬ и аЪ' дв'Ь данныя 
Фиг. 116. равный и параллельный прямыя, АВ — плоскость сдвига, и (ю 
направлен1е сдвига, то сдвигъ аЪ произойдетъ въ плоскости, а 
его ось будеть оо\ Отложивъ по какой-нибудь прямой са часть 
са\=^с^а\ когда с а параллельна са, и проведя а^\, параллельно 
аЬ\ иы получимъ для а'^\ , очевидно, т^ же услов1я изм*Ьнео1Я, 
что и для аЬ. 

Смьдствге. Нетрудно видеть, что всЬ сл'1дств1я предъидущей 
теоремы применимы и въ случа'Ь сдвига, а потому они прим^^- 
нимы вообще для какихъ-угодно сдвиговъ и растяжетй. Поэтому 
сколькимъ бы сдвигамъ и растяжен1яиъ мы не подвергнули дан- 
ную систему, всегда: а) плоскости остаются плоскостями, Ь) два 
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равные и параллельные плоскхе многоугольника остаются рав- 
ными и параллельными, с) параллелопипедъ остается параллело- 
пипедомъ, и это относится къ каждому парнограннику, (1) зоно- 
эдръ остается зоноэдромъ, е) всяк1Й многогранникъ, йм1ющ1й 
центръ, сохравяетъ его и посл'1^ изм'1нен1я, и {) всякШ выпуклый 
многогранникъ остается выпуклымъ. 

§ 73. Теорема 30. Объемъ тЬлесной Фигуры, подвергнутой 
растяжешю, увеличивается на величину растяжешя. 

Для доказательства стоить только представить себ'Ь данную 
Фигуру, разделенною на безконечномалые параллелепипеды тремя 
системами параллельныхъ плоскостей^ изъ которыхъ одн^^ парал- 
лельны плоскости растяжен1я, а друг1Я проведены какъ-нибудь, 
лмшь бы ребра ихъ пересЬченхя были параллельны направлен1ю 
растяжешя. Такъ какъ объемъ каждаго элементарнаго паралле- 
лепипеда увеличивается на величину растяженгя, то значить на 
ту же величину увеличивается и ихъ сумма т. е. объемъ данной 
Фигуры. 

Теорема 31. Объемъ гЬлесной Фигуры, подвергнутый сдвигу, 
остается веизм'бннымъ. 

Разд'Ёливъ Фигуру на параллелепипеды тремя системами пло- 
скостей, изъ которыхъ одна параллельна плоскости сдвига, а 
одна изъ двухъ другихъ системъ параллельна направлен1ю сдви 
га, мы получимъ, что отъ сдвига объемъ каждаго элементарнаго 
параллелепипеда не изм'1нится, а следовательно не изменится п 
сумма этихъ объемовъ т. е. объемъ данной Фигуры. 

Слгьдствге а. Изъ двухъ последнвхъ теоремъ вытекаетъ, что 

объемъ Фигуры, подвергнутой какимъ-угодно сдвигамъ и растя- 

жешямъ, увеличится на величину произведен1я составныхъ рас- 
тяжен]й. 

Теорема 32. Всяк1й параллелопипедъ сдвигами и растяже- 
н1ями можно превратить во всяюй другой. 

Пусть аЬсЛе/дк и АВСВЕРОН два данные параллелепипе- 
да; требуется первый превратить въ последшй. Подвергиез1ЪФ111 и?, 
первый растяжешю, принявъ ай за направлеше и ае(Ь за плос- 
кость растяжешя, на такую величину, чтобы основан1е его (Лс^Л^ 



— 212 — 

анои^рвыиъ основан1Ю ЛВСВ; затЬмъ, принявъ аЬс-1А^ 
)сть и пряную ае за наоравден1е растяжешя, растянемъ 
ккую вмитаву, чтобы высота I10^учеввой «вгуры аЬе^д,^ 
тала равва высоте даввой. ЗатЁнъ, прввявъ ае,/|& за 
> в од за ось сдвига, сдвинемъ эту Фигуру ва такую ве- 
1то6ы ребро аЛ^ стало равво ребру АВ\ волучаенъ оа- 
юедъ аЬс^^е,/',д^; далЪе, ирввявъ ае^к^^ за плоскость 
ось сдвига, сдв1веиъ Фвгуру ва такую величину, чтобы 
I равной АВ^ иолучаеиъ аараллелопипедъ <^1С^^/^^*^, 
: котораго равво освованио давнаго. Остается сдвинуть 
ру, прввявъ освовав1е за плоскость сдвига, ва такую 
и въ такоиъ вавравлев1и, чтобы ребро ае^ состав- 
аЬ, и ас^з углы равныя угланъ ЕАВ и ЕЛВ; это, 
иы иожеиъ сд-Ьлать, проведя пряиую ае^ до перес^- 
верхнимъ основав]еыъ въ точк^ е, такииъ образонъ, 
на удовлетворяла поставлевныиъ услов1янъ, и тогда 
пред-Ьлить собою налравлеи1е и величину требуеиаго 

'.ма 33. Объеыъ параллелопнпеда равевъ произведевш 
[ади еЁчен1я одного изъ его поясовъ произвольною пло- 
на проэкщю ребра этого пояса аа первендвкуляръ къ 
г с^чен!я. 

параллеловипедъ АВСВЕРОН; разс^чеиъ его про- 
плоскостью, чреэъ вершину Е проведеиъ плоскость 
параллельную и возставинъ къ ней нерпендикуляръ ЕМ. 
въ прямую перес^чен1я освован1я ЕЕОН параллело- 
ь плоскостью КЕ^ и принявъ плоскость, проходя- 
зъ эту прямую и пряиую ЕА за плоскость а ЕА за 
11е сдвига мы, очевидно, ножеиъ сдвинуть Фигуру на 
1личиву, чтобы основание параллелопипеда совпало съ 
ю КЕЬ. ЗатЪиъ, прввявъ КЕЬ за плоскость в н1!К0- 
ямую Аа, гд-Ь а точка перес'1;чен1я прямой ЕМ и пло- 
оходяЕцей чрезъ точку А [1араллельно плоскости КЕЬ, 
шга, сдвинемъ ФВгуру на такую величину, чтобы ЕА 
!Оложен1е Еа. Получится прямой параллелопипедъ рав- 
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ноагЬрныв данному, ао ии'1Бю1ц1й сво^иъ основан! 
лограиъ с^чевгя даинаго параллслопвнеда съ взято 
ною плосЕЕостью, а своею высотою — проэкц^в ребр! 
т. е. перпевдикуляръ къ еЬкущей плоскости. 



Выполнен1е пространства. 

§ 74. Опред1ьлете 33. Выполнен1еиъ простри 
ваетсн такое сочетан1е гЁлесныхъ Фигуръ, при кото 
гравь каждой Фигуры есть общая дьуиъ. 

Опредгьленге 33. Выволнеа^емъ въ нараллельно! 
называется такое, нрвкоторомъ вьшолняю1ц1я : 
равныя Фигуры находятся въ параллельноиъ полож 

Примтъчате. Каждой грани многогранника мы 
писать вн'Ёшвюю и внутреннюю сторону, и опред-к) 
лич1е 00 внешней и внутренней сторонаиъ периие! 
получится отъ сЬчен^я многогранника плоскостью, 
на ви'1&шнюю сторону грани въ нормальноыъ къ не 
ыы црвпишемъ ея сторонаиъ направлен1е по часово( 
ясно, что дв']^ равныя Фигуры будутъ находиться в 
номъ полошеши лишь въ томъ случа*, если всЬ гра1 
и ихъ ребра, прямо, а не обратно параллельны. Соо1 
грана Фигуръ, им'Ьющихъ центрь, будутъ обратно 
свииетричны, а не равны. 

Теорема 34. Дв-Ь синнетричныя Фигуры можно 
такъ, чтобы ихъ соотв-Ьтственные линейные элемсЕ 
ратно параллельны. 

Положинъ, точки а,Ь,с,^.... принадлежать 
м-Ь, а имъ соответственный точки другой а, Ь, ( 
пусть плоскость АВ плоскость симметрЁц об'Ьнхъ 
такомъ случа-Ь аа^ = аа^,Ш^ = Ъ'Ь^, сс=.с'с .. 



-•-^ 
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аа^ ЬЬ\ ее ... . пероенд«куляры къ плоскосте ЛВ. Прнмемъ 
одинъ изъ этихъ перпендикуларовъ, ваории'Ьръ се\ за ось враще- 
и1я, ОКОЮ которой повернемъ систему безъ значковъ на 180^, 
оставляя систему со значками въ неизм-Ьнномъ положеши. Пря- 
мая а^а приметь положен1е а\а'\ прямая Ь^Ь — положенхе Ь'^>' 
и т. д., причемъ прямыя %а^, Ъ^Ь'^ . . . . , находя1Ц1яся въ пло- 
скости ЛВ^ проид}'тъ чрезъ точку с^ и разд-Ьлятся въ ней попо- 
ламъ. Соединимъ точку с^ со вс&ми точками а\ 6'' . . . . , а также 
съ точками а\Ъ' . . . , Такъ какъ плоскость ас^а' проходить чрезъ 
с^е — перпендикуляръ къ плоскости АВ^ то значитъ она сама 
перпендикулярна къ этой плоскости, а потому въ ней находится 
прямая аа\ а сл-Ьдовательно и точка а. Дал^е, уголъ ас^ а^ 
одновременно равенъ угламъ ас^а^ и а"с^а^; значитъ оба пос- 
л-Ьднхе угла равны, а такъ какъ с^а^ составляетъ продолжеше 
а^с^^ то значитъ и а'с^ составляетъ продолжен1е ас^. Но то же 
относится и ко ъскыъ другимъ точкамъ системы. Поэтому, точка 
с^ есть центръ обратнаго равенства об-Ьвхъ системъ, а по- 
тому ихъ соотв'Ьтствевные линейные элементы обратно парад* 
лельны. 

Сл^ьдетвге а. Отсюда видимъ, что аонят1е обратнаго равен- 
ства тожественно съ понят1емъ симметричности. Если даны дв'!^ 
Фиг. 119. системы точбкъ а"6". ... и аЪ\ . . . , связанвыхъ между собою 
центромъ обратнаго равенства с^, то, принявъ произвольную 
пряз1ую ее, проходящую чрезъ точку с^ за ось вращешя, и по- 
вернувъ систему точекъ а^\ Ь" . . . . на 1 80^, мы найдемъ, что 
эта система въ новомъ положен1И, а именно въ вид*]^ системы то- 
чекъ а,Ъ ... будетъ симметрична съ системою а',6' .... и прн- 
томъ плоскостью симметр1и будетъ плоскость АВ^ проходящая 
чрезъ е^ и перпендикулярная къ прямой ее. Такъ какъ прямая 
се взята произвольно, то значитъ дв'ё обратно равный системы 
могутъ быть расположены симметрично по отношен1ю къ какой-- 
угодно плоскости, проходящей чрезъ центръ обратнаго ра- 
венства. 

Слгьдствге Ъ. Поверхность Фигуры, им;Ьющей центръ, со- 
стоитъ изъ двухъ половинъ обратно равныхъ. 
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Пралтчанге. Такиыъ образомъ, терминъ аобратвое ри 
ии-Ёетъ раагачный смысдъ для Фигуръ въ простравств'Ё I 
скостн. Тогда какъ для оервыхь онъ тожественъ еь ев: 
ностью, для вторыхъ онъ им'Ье'гъ сиыслъ собственно р 
(сови'Ьстикоств) при обратной аараллельности сторонъ. 

Опредгкгемге 34. Равные вли сиииетричные (обратно 
нногограннвнв, выполвяющЕе пространство, называются 
эдраии; есла же они выполняютъ □ространство въаарал: 
положен1и, то называются параллелоэдрани. 

Примкчанге. Если систеиу выполняющихъ плоскост 
гоновъ ты перем'1стимъ по какому-нибудь направлев1ю 
чиау а, то 11\'ть, пройденный каждой изъ плоскихъ «игур 
ставить собою тЬлесную Фигуру, а именно призму съ 
н1|1иъ — даннынъ планигононъ, и боковыми ребрами ра! 
Призмы эти будутъ очевидно стереоэдрами, такъ какъ в: 
купность представить собою слой, огравиченньгй двум: 
дельными плоскостями, а таквми слоями можно выполи: 
странство. Параллелогоны превращаются при этомъ въ 1 
лоэдры, такъ какъ обраэовавш1яся призмы будутъ вь 
пространство въ параллельноиъ положенш. Отсюда мы 
чаень, между прочвмъ, что въ числ'Ь параллелоэдровъ. 
двоякаго рода призмы, а именно съ осиован1ямй ди- н т^ 
лелогономъ. Теперь перейдемъ къ р^^ше111ю задачи о вс 
ществуюи^ихъ параллелоэдрахъ. 



ПАРАЛЛКЮЭДРЫ. 

§ 75, Теорема 35. Параллелоэдръ есть парнограння! 

Такъ какъ общая грань двухъ смежныхъ ФИгурь 
обратное направлен1е сторонъ, смотря потому, будемь л: 
разсматривать какъ грань одной или какъ грань другой < 
то сл'Ёдовательно эти дв-Ь грани не равны, а обратно р 
потому, если вь(иолняющ1я пространство Фигуры равнь 
собою, то въ каждой изъ нихъ должна заключаться пара 



— 210 — 

параллельныхъ и обратно равныхъ : то же относится и ко всякой 
другой грани. 

Примгтаиге. Пара обратноравныхъ т. е. симметричныхъ 
граней параллелоэдра расположена параллельно п притомъ ихъ 
внутренн1я стороны обращены другъ къ другу. Мы можемъ про- 
стымъ поступательнымъ движен1емъ совм^сттъ эти грани. Если 
мы представимъ себ'Ё, что въ этомъ поступательномъ движенш 
участвуетъ вся система параллелоэдровъ , то при то»1Ъ направле- 
нш и той величин'Ё поступан1я, при которыхъ совпадаетъ пара 
граней параллелоэдра, новое положен1е всей системы совпа- 
даетъ съ первоначальны ыъ. Такое посту пан1е им'Ьетъ м^сто для 
каждой пары граней, хотя можетъ случиться, что для н-Бсколь- 
кихъ смежныхъ граней потребуется одно и то же направлеше и 
и та же величина поступан1я. Направлен1Я и величины этихъ {;о- 
ступан1Й мы будемъ называть соответственными направлен1ямн и 
промежуткомъ ряда системы параллелоэдровъ въ данномъ на- 
правленш. Ясно, что если совпадение произошло при поступан1п 
въ н-Ькоторомъ направлен1И на величину а, то оно пропзойдетъ п 
при томъ же поступан1И на величину 2а, За ... . Если внутри 
параллелоэдра возьмемъ произвольную точку, то, благодаря этимъ 
поступан1ямъ, получится рядъ точекъ въ соотв'Ьтственномъ на- 
правлен1и, и притомъ каждыя дв'1^ смежный точки этого ряда бу- 
дуть находиться на одинаковомъ разстояши, равномъ промежутку 
ряда системы въ данномъ направленш; ясно, что в&к эти точки 
будутъ соответственными точками Фигуръ, образующихъ рядъ, 
все члены котораго связываются гранями, имеющими въ про- 
странстве параллельное положеше. 

Итакъ, допустимъ, что въ данной системе параллелоэдровъ 
мы выделили рядъ ФИгуръ А^ В, С. . . . Но, исходя изъ той же 
Фигуры ^, мы можемъ получить рядъ и въ какомъ -нибудь дру- 
гомъ направленш, напримеръ какой-нибудь рядъ А^ А^^ А^, . .; 
такой же и притомъ ему параллельный рядъ мы можемъ полз^чить 
и изъ точекъ 5, С. . . . ; пусть эти ряды буд^'тъ 5, ^1, ^2 . . . . 
и С, С^, Сз- . . . Совокупность всехъ этихъ ФИгуръ мы будемъ 
называть слоемъ. Ясно, что все соответственный точки слоя бу- 
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дуть находиться въ одной плоскости и составять плоскую сЬт 
Такъкакъ слой еще ве выполняеть пространства, то, значить, 
каждой его Фигуре прииыкаетъ еще по иеньшей м-1р']^ одна < 
гура, не входящая въ составь слоя. Пусть такою Фигурою 
отношев!» къ А будетъ А'. Ясно, что, всходя изъ этихъ дат 
Фвгуръ, иы снова получииъ рядъ А, А\ А" . . . ., изъ чле» 
котораго только одна Фигура А, аринадлсжитъ данному сл< 
Но так1е же и оритомъ параллельные ему ряды иы ноженъ I 
вести взъ каждой Фигуры слон; такъ изъ Фигуры В мы 1 

ведеиъ рядъ В, В', В" ; изъ Фигуры В, — рядъ В, , 1 

В'\. . . . Нетрудно уб-Ьдиться, что совокупность вс&хъ фигз 
со значкоиъ составить новый слой Фигуръ, вс^ члены во 
раго будутъ и1гЬть общтя. грани съ членами раньше получ 
яаго слоя и т. д. Соответственный точки этого втораго, поте 
третьяго и т. д. слоевъ соетавятъ плоск1я сЬткв, равный и I 
раллельныя плосквмъ еЬткаиъ перваго слоя; совокупвость 
этихъ плоскнхъ сЬтокъ составить то, что называется простр; 
ственною решеткою (Каиш51*1ег) или снстеиу параллелопи! 
довъ, вс^ вершины (узлы) которой представляютъ собою со1 
в'Ётственныя точка системы параллелоэдровь. 

Если внутри одного изъ параллелопипедовъ кы возьме 
произвольную точку, а затбмъ построимъ соотв'Ьтствевныя то' 
для всЁхъ другихъ параллелопиаедовъ системы, то получииъ I 
вую пространственную р'Ёшетку, равную и параллельную перв 
а потому ВС* узлы этой новой решетки будутъ также соотв^ 
ственныии точкаии Фигуръ системы параллелоэдровь. Поэто! 
если бы оказалось, что узлы данной рйшетки не обпинаюгь I 
бою вс*хъ соотв^тственныхъ точекъ системы параллелоэдро) 
то не вошедш1н въ составь узловь решетки соотв^Ьтственп 
точки составили бы новыя пространственный р-Ьшетки , равн 
и параллельный первой. Совокупность соотв*тственныхъ точе! 
следовательно, всетаки распалась бы на систему равныхъ и ) 
раллельныхъ плоскяхь сЬтокъ, каждой изъ которыхъ соотв1 
ствуетъ определенный слой параллелоэдровь. Мы назовеиъ сие 
ныни так1е два слоя параллелоэдровь, между соответственны 



ЯРРР*>^1»Р|.Щ<!^< -' -" 



— 219 — 

должны ин'Ьть попарно раввыя и обратвопаралле, 
т. е. быть парносторонникаив, янгбющиия центръ 

Примгъчате. Въ этоиъ случа'Ё сови^щеше 
граней происходить по той причине, что одна он 
гоб является обернутой, такъ какъ об^ грани 0| 
къ другу внутреннею стороною. 

Опредп>лен1е 36. Первичный наралелоэдръ в 
стыиъ, если онъ ин^етъ лишь ао одной оар^ обр; 
параиельныхъ стороиъ; въ прошвномъ &|уча1: о 

Теорема 38. Всяк1й выпуклый нараллелоадр 
лоэдръ простой. 

На основанж теоремы 23 эаключаенъ, Ч1 
центръ и сл'Ёдовательно первиченъ, а потоиу пр( 
бою равнореберный зоноэдръ. Если бы въ не1Г 
одной , нанрВ1г1ръ, дв^ пары обратноравныхъ и 
граней, то, разс^кши его д)анетральной плоско 
пары граней, иы получили бы выпуклый ыао) 
двумя параив параллельныхъ сторонъ, а это нево 
рен^ 2). 

Опредгьлете 37. Соответственною плоскост! 
раллелоэдровъ называется плоскость, проходящая 
отв^тственныя нряныя, вли, что все равно, парс 
соотвйтственнымъ направлен!яиъ. 

Теорема 39. Чвсло соотв^тственныхъ напра 
параллелоэдра равно числу парь его граней. 

Въ самомъ д-Ёл^, соответственное направде] 
ренещен^е по которому на промежутокъ ряда пр1 
н'Ёщен1ю пару соответствеппыхъ граней параллеа 
какъ грани нростаго параллелоэдра суть парностс 
пце центръ, то, соедянивъ центры двухъ соотв4г 
ней ыы и получинъ соответственную прямую, про 
центръ Фвгуры, а такихъ прямыхъ въ простой 
ствуетъ столько сколько паръ граней. 

Примпчанк. Теорема эта не нриыепяна къ 
раллелоэдрамъ, такъ какъ прямая, соединяющая I 



положныхъ гравей, ыожегъ в не быть соотв^т- 

исло соотв^тственныхъ плоскостей простаго па- 
часлу его (первичвыхъ и вторичвыхъ) поясовъ. 
;1-1&, какъ поясъ, такъ и соответственная ^^о- 
1ТСЯ двумя параин какнхъ-нибудь гравей па- 

Въ соотв'Ьтственной плоскости находятся со- 
чкв слоя параллелоэдровъ; сл'Ёдовательно, во 
остаго параллелоэдра определяется число раз- 
I его слоевъ. 

Плоское с*чен1е (перв1чааго) пояса простаго 
> простой параллелогонъ. 
I Фнгуръ, соответствуюгщй какому-нибудь пер- 
таго параллелоэдра, и продолжимъ граня, обра- 
гь до безконечности; мы получииъ систему бсз- 
безконечйой длины, выполвяющихъ простран- 
■номъ положев!в. Всякое же плоское сЁчете 
гъ системою плосквхъ Фягуръ, выполняющвхъ 
иельномъ положен1и, т. е. паралледогововъ в 
>, такъ какъ въ призмахъ пишется лишь по 
[ъ паралдельныхъ гравей. 
Отсюда заключаеиъ, что (первичные) пояса 
юадра не ногутъ ии^ть ваииенованзя выше 
и могуть быть лишь четырех- и шестигранные. 
1ояса, плоское С'Ёчен1е которыгь — простой 
буденъ называть параллелоговальныии. 
""рани простаго параллелоэдра простые парал- 

грани эти парносторонники,ииеющ|ецентръ. 
1е могуть ин^ть больше ч-Ёиъ по одной паре 
оронъ, такъ какъ, въ такомъ случае, при- 
гравей за основан1я , мы получииъ два глав- 
«аллельныии ребрами; побочный поясъ пере- 
поясъ въ двухъ парахъ обратно равпыхъ в 
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I1арад^е^ьвыxъ граней, а это аротнвор^читъ уыовш. Остается 
доказать, что ваяиеновав1е этихъ граней не выше шести. Допу- 
стявъ это посл^^днее, уы подучинъ, что и вс11 побочные пояса 
И1г6ютъ наиыеновавЕе высшее ч^Ёыъ шесть, а по теореме 41 это 



§ 77. Основываясь на тодько-что выведенныхъ теореиахъ, 
мы ыожемъ произвести 



СИСТЕМАТИЧЕСК1Й ВЫВОДЪ ВС-БХЪ ВЫПУКЛЫХЪ 
ПАРАДЛЕЛОЭДРОВЪ. 

Намъ нужно определить выпуклые зоноэдры, нояса и грани 
которыхъ ии^ютъ наииенован1е не выше шести. Зная, что каж- 
дый зоноэдръ въ ЧИС14 граней им-Ьетъ я грани четырехугольный, 
иы иожеиъ нринныать всегда пару такихъ граней за основан1е. 

При этоиъ изсл^дованЕи мы встр'Ьчаеиъ сл'Ьдуюш,1е случаи; 

1) Основной поясъ трапараллелогональный; боковьш его 
гравн трипараллелогоны. 

Въ этомъ случа-Ь имеется (по сл'6дств1ю а теоремы 1 9) че- 
тыре побочные оояса; сл-Ьдовательно, всего имеется 6 поясовъ и 
фувкшя зовоэдра равна 5X6^30=/'= 1.2 (^-*-2.Ь(^\ при- 
тонъ г' = 2/^ = 60, и /' ^ — = 1 0. Но такъ какъ наибольшая 
величина I есть 6, то значить для образован1я Фигуры должно 
исчезнуть не меньше 4x6 реберъ, в значить искомый парал- 
лелоэдръ долженъ иы^ть не иен^е 4 парь шествугольныхъ 
граней; но язъ основной Формулы /', = 3 (5 — /з), и значить 
онъ и не можетъ ии'&ть больше 4 парь такихъ граней, а потому 

/;=4и/;=з. 

Внрочемъ , въ тоыъ асе мы можемь убтЬдиться и другимь 
образомъ. Прямеиъ пару боковыхь граней за освован1я; въ та- 
коиъ случа'б все побочные пояса не могуть им'&ть наииеноваи1я 
ниже шести, но они не иогутъ им^ть в высшаго наиисиован1я, а 
потому все пояса искомой Фигуры трипараллелогональны; по- 
этому, принявъ снова за основан1я четырехугольники, мы можемъ 
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^ре побочвые пояса образують дгЬ пары оере- 
въ, аересЬкающкса въ двухъ оарагь четьфех- 
I, ве рртаацелмщиъ гмввынъ поясанъ. Чвсао 
>9дра равно 6X6 = 36. Чвсмегогравейопре- 
[.нмъ образонъ: 

овнаго пояса 6 

вваго • 6 — 2:= 4 

п> ааръ □ерекрестныхъ поясовъ 2X2^ 4 



1ЧвС1ев1в нанменоваше главвыхъ поасокъ жы 
3. такъ кась ояя шгЪлть съ освошныжъ вару 

вЛ I двй пары обищп граж! ^ере1^>«сIныxъ 
^уголлыа т. 

тршараиеаогоаы. Чаио 

24. Слнма двттрвнАШ ттзовъ 2в=6.М:= 

>а■ш^•^^вав^е говс1Мра -Л ^ — ^ ^ ^ 3; зва- 

птры отъ трагч«:>?1ры. Среивя •ея'^в пь 

= .1. а ^тотч'лт т Ежк!.'^ я^унны впрй- 



. т1 ло«:.-:^9^,-ж1.* «7'°и:'.1 *.: = .!? = *":= 

п; -^■.:и^!к:| г.гия- г:^а^ Гбг-ъ. ' 

т'.:'--х ~ '^>^«.»^ а1х-ч{&..-л лм1?яа ките- 



•^'>'<^- 
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наго пояса. Но существоваахе такого пояса совершенно неиз- 
б'Ьяшо, такъ какъ въ этомъ случа'Ё г' = 2/ ' = 40 и Г = -^ = 

40 ^ 

= у = 8, изъ чего заключаемъ, что должно исчезнуть не мен'Ье 

(8 — 6) 5 = 10 реберъ ; но такъ какъ ребра могутъ исчезать 
лишь по 6, то значить исчезаетъ не мен'Ье 12 реберъ, а по- 
тому ^ < 6. Параллелоэдръ этотъ им^егь, следовательно, че- 
тыре трипараллелогональные и одинь дипараллелогональный по- 
ясъ. Число его реберъ 4. 6н-4 = 28. Число граней определится 
такъ: 

число граней основнаго пояса 6 

» » главнаго » 4 

» » двухъ перекрестныхъ поясовъ 2 



Сумма ... 12^) 



Четыре грани поперечнаго пояса трипараллелогоны ; осталь- 
выя грани дипараллелогоны. Число вершинъ 28-н2 — 12 = 18. 
Сумма двугранныхъ угловъ 2В = 4 . 8^? -*- 4с4 =: Збе?. Среднее 

наименован1е гоноэдра 5И = -^ =: 3 -^ , а потому изъ 9 парь одна 

должна быть тетра-, а остальныя тригоноэдрамй. Средняя вели- 

чина гоноэдра ^ ^ == -^а. Отсюда нельзя сдълагь за- 

ключен1я о числе угловъ, сходяш,ихся при каждой вершине. Для 
этого определен]я мы поступимъ следующимъ образомъ: сред- 
няя величина двуграннаго угла дипараллелогональнаго пояса есть 

с?, а трипараллелогональныхъ поясовъ — у ; следовательно, для 

троякаго рода гоноэдровъ этой Фигуры мы получимъ следующ1Я 
средн1я величины: 



^) Въ этотъ счетъ не входятъ вообще поперечные пояса, такъ какъ бс1^ 
ихъ грани общи съ гранями гдавныхъ поясовъ. 



_ 225 — 

, гексапара^^е^оэдръ является въдв; 
гагурахъ. Однако, какъ уже было з 
1гуръ состоЕтъ въ тоиъ, что одинъ ] 
аой Фигуры уииняется и стааовнп 
цш этого пояса иэъ четырехугольны 

>1»Я. 

ь дияараллелогональвый; боковыя ег 

. Фигура ии'Ёетъ два побочыыхъ, а : 
юноэдрическая Функщя 3 . 4 = 1 2 ^ 
якуда /"3=3 (2 — ^,); отсюда закл! 
гь больше едввицы, и значить отн01 
|дръ есть ничто иное какъ гексаго 

[съ в его боковыя грана дипара^ 

Фигура ни'Ьетъ лишь 3 пояса, а по 
1я 2 . 3 = 6 = Г = 1 - 2/; -I- 2 . З^з; 
вгь {и не можетъ ии^ть) шестнуго 
3^0, и /"^6. Ясно, что этотъ тр 
иное какъ параллелонипедъ или че 

жазываетъ ыамъ, что параллелоэдр 
Ьйшихъ рядовъ зоноэдровъ; н'1тъ п 
эоноэдровъ съ тремя парами шест 
(ъ мы вид-Ёли, первый членъ этогс 
ть. Въ самомъ простомъ зоноэдри' 



е нельзя ввести уддивеаной по 1 
7ры, такъ какъ соответствен вое чисю буд| 
Ля в притонъ уиевьшаться внести съ нии1 
1Й ячейке нн'Ёется маленьнан лат<?р&тура, 
втк писалъ Мас]аиг1п въ Тгапа. рЫ1., въ 
гь Мёш. де ГАс. <1е Вег))]], въ 1в5в г. Вгоа 
14—1029 и въ 1860 1№т1сЬ тамъ же I. 61 ] 
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ряд']^, а именно ряд*! полигональныхъ зоноэдровъ перваго рода, 
оба первые члены паралледоэдры ^). 

§ 78. Н'Ькоторые изъ сд^ланныхъ выводовъ могутъ быть 
обобщены до степени теоремъ, а именно: 

Теорема 43. Грань вторнчнаго пояса простаго параллелоэдра 
можетъ быть только дипараллелогономъ. 

Въ самомъ хил% если бы одна изъ нихъ была трипаралле- 
логономъ, то, принявъ ее за основан1е, мы получили бы, что всё 
побочные пояса должны быть поперечными, т. е. нм'бть только 
грани, общ1я съ гранями главныхъ поясовъ; въ противноиъ .слу- 
чае наименован1е побочнаго пояса было бы выше шести, что не- 
возможно; а если всЬ грани принадлежать главнымъ поясамъ, то 
значить вовсе н^тъ такихъ, которыя могли бы съ основан1ями 
составить вторичный поясъ. 

Теорема 44. Вторичный поясъ простаго параллелоэдра мо- 
жетъ быть только дипараллелогональнымъ. 

Если бы какой-нибудь вторичный поясъ быхь трипараллело- 
гональнымъ, то, принявъ одну, изъ его паръ граней (дипаралле- 



^) Зная вс!^ системы паридедоэдровъ, мы иожемъ вывести вс^^ правиль- 
ный системы соприкасающихся шаровъ, Уддивенный ромбическШ додекаэдръ 
не даетъ системы шаровъ, такъ какъ въ немъ шаръ касается лишь по одному 
поясу. Гексагональную же призму ддя этого вывода нужно взять типическую. 
Такимъ образомъ получимъ 4 системы: 

1) Соотв^^тствующая кубу. Каждый шаръ соприкасается съ в-ю шарами 
системы. 

2) Соответствующая гексагональной приэм^^. Каждый шаръ соприка- 
сается съ 8-мью шарами системы. 

3) Соотв^^тствующая ромбическому додекаэдру. Каждый шаръ соприка- 
сается съ 12-тью шарами системы. 

4) Соотв']&тствующая притуплённому октаэдру. Каждый шаръ соприка- 
сается съ 8-ю шарами системы. Плоскости касан1я соотв'1^тствуютъ гранямъ 
октаэдра. 

Выводъ этихъ системъ весьма неудачно выполненъ былъ въ недавно 
появившейся работ^^ \У. Ваг1о1г^а («РгоЪаЫе па1иге о{ ЬЪе 1п1егпа1 8утте1гу 
0^ спвЫзо. КаШге, 1883, № 738, р. 186), а именно онъ вывелъ б системъ, изъ 
которыхъ 8-тья тожественна съ 4-ою (соотв-Ьтствующая ромбическому доде- 
каэдру), 2-я тожественна съ 5-ою (соответствующая кубу), 1-я система соот- 
в^тствуеть притуплённому октаэдру, а, система, соответствующая гексаго- 
нальной призме, вовсе упущена авторомъ. 
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догоновъ) за освоващя, иы пыучип бы крои'1 двухъ 
поясовъ еще по яевьшей н'1р^ дв^ пары перекрестны 
6 поясовъ; ФункпЫ «игуры по неньшей жЪрЬ 5.6^3 
кую фувкщю И1г6етъ лишь гептааараллелоэдръ, не нм'Ён 
парах1едогональнаго вторнчнаго пояса. 

Теорема 45. Грань вторичваго пояса есть общая гр1 
трнааралледогональныхъ поясовъ. 

Если иы првненъ ее за осиован1е, то крои^ главных' 
иметься и перекрестные пояса; иначе она я не была б) 
вторичваго пояса. Поэтому, главные пояса, кроагЬ о 
вн'Ёютъ еще четыре общ1я грани съ двумя перекрестными 

% 79. Теперь опред-Ёлинъ число соответственных' 
стей а вторнчвыхъ поясовъ каждаго простаго параллел 

1) Гептапар<мл&яо9дря. По основной полярнозоноэ^ 
Формул* /■(/" — 1)= 1 .2р^-1- 2.3рз; въ данномъ случ 
я р^^Ь^ к притоиъ ыЛ пермчные пояса трнпаралле. 
ны ; сд-Ьдовательно р, = 3 я будетъ число вторячныхъ 
отсюда выводяиъ число соотв'&тственвыхъ плоскостей 6 

2) Удлиненный гексапараллелоадръ. Въ этоиъ случ! 
1>з = 4 в еще И11*ется одинъ дипараллелогональный по;: 
довательно, число вторичныхъ поясовъ будетвр^ — 1 : 
сюда число соотв'Ьтственныхъ плоскостей 4 -I- 1 -•- 2 = 

3) Обыкновенный гексапаралледоэдрб. Въ этоиъ случ 
^3 = 4, и притоиъ ВС* первичнь[е пояса трвпараллело! 
сл-Ьдовательпо р^ = 3 и есть число вторичныхъ поясовъ 
число соотв^тственныхъ плоскостей опять 4-1-3^7. 

4} Тетрапараллелоэдръ. Въ этоиъ случа'Ь {= 4, ] 
еще 3 дипараллелогоыальные первичные пояса; сл'Ёдо! 
число вторичныхъ равно р^ — 3 = 3 — 3 = О, т. е. в 
н-Ьть ; отсюда число сооткбтствеяаыхъ плоскостей 1 -+- 

5) И^ппараллелоэдръ. Въ этоиъ случа-Ь /"= 3, р, = 
чить в-Ёть вторичныхъ поясовъ и ин-Ьется 3 СООТВ'ЁТ 
плоскости. 

Иэъ ЭТОГО перечня видииъ, что яе только чвсло 
ственяыхъ пряиыхъ, но и число соответственны хъ плес 



овъ одиваково, что впрочеиъ и неао- 

3. Соответственными точкаия втораго 

[делоэдровъ, есди принять центры фн- 

точки нерваго, называются центры 

Фигуръ суть очевй1но и центры снсте- 
•ъ внутри Фигуръ находиться викакихъ 
ы, такъ какъ если кагая-нибудь точки 
цеытрана системы, то они бьмв бы и 
Поэтому тамя точки могутъбыть лишь 
притоыъ, понятно, лишь въ вершиЕ1ахъ, 
ахъ граней. 

]каии втораго порядка, сиежвыни съ 
цеыъ называть т^, которыя находятся 
I Фигуры. 

тв^тственныии пряными втораго по- 
, соединяющ)! центръ Фигуры со сиеж- 
пквмя втораго порядка, 
отв^тственныни плоскостями втораго 
№сти, проходя1ц1я чрезъ соотв-Ьтствен- 
ораго порядка. 

граней всЁхъ иараллелоэдровъ суть 
ораго порядка. 

|дра систеиы Р^ н Р, ни^ють общую 
евтръ этой грани и чрезъ д1аиетрально 
-Ьихъ Фигурахъ точки как1я-иибудь па- 
ости ; нолучаемъ 4 плоск1я Фигуры сЬ- 
ь Фигурами Р, и Р^ . Плоск1я Фигуры 
нараллелоэдра будугь обратно равны и 
)нъ йм^еть центръ , а сечен1я сделаны 
чрезъ дЕаметрально лротивополояшыя 
ответственны» сЁчен1я об^яхъ Фигуръ 
параллельны въ силу параллельности 
1ключаемъ, что несоотв-Ьтственаыя сЬ- 
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чснЕя обйвхъ Фигуръ будуть обратно равны и пара^^е^ьны. Не- 
трудно уб^Ьдиться, тго центръ общей грави Фвгуръ Р^и Р^п 
будегь дентроиъ обратааго равенства с1&чешй, а такъ какъ сЬ- 
чен1я взяты ^роизво^ьно, то в санихъ Фвгуръ. 

Теперь ородолжвнъ неопред-Ьденно общую гравь, ч^иъ в 
разд'^гаиъ систему пара^ле^оэдровъ на дв^Ь половины. Бс1и пер- 
левдикудяръ къ грани чрезъ ея центръ првием'ьзаось вращешя, 
около которой повернеиъ одну половину системы на 1 80°, то по 
сл^^дств1ю а теоремы 34 Р" и Р" првмутъ симметричное аолоке- 
ше по отношендю къ проведенной плоскости. Но если Р' в Р'' 
вм^Еотъ симметричное положенде, то такое же положенде будуть 
вм^ть и Фигуры съ нвнв смежный и т. д.; другими словаив, о&к 
половВБЫ системы будуть свнметрвчны по отношен1ю къ вхъ 
общей плоскости. Сд'Ьлавъ обратное дввженде, мы придеиъ къ 
прежнему положен!», и притоиъ по теорем'Ё 34 центръ грави 
будетъ центромъ обратнаго равенства. 

Лримпчанге. Я буду говорить, что дв4 Фигуры системы па- 
раллелоэдровъ касаются въ какой-нибудь вершине влв по какому- 
нибудь ребру, если они им'Ькпъ общаго между собою только эту 
вершину или только это ребро. 

Вс^ вершины и средины реберъ, въ которыхъ касаются дв'ё 
фягуры системы параллелоэдровъ , суть соотв-Ьтственнын точки 
втораго порядка. 

Ясно, что если какая-нибудь вершина ила средина ребра 
□редставляетъ собою соответственную точку втораго порядка, 
т. е. центръ системы параллелоэдровъ, то грани в ребра, сходя- 
шдяся въ одной Фигуре прв этой точке или при этоиъ ребре, 
составляютъ продолжен1е граней и реберъ другой Фнгуры, со- 
прикасающейся къ первой по этой вершине или этому ребру. 

Наобороть, если такое продолжение граней и реберъ двухъ 
ФВгуръ, соприкасающихся въ вершине вли по ребру имеетъ ме- 
сто, то эта вершина или средина ребра будутъ центрами двухъ 
соприкасающихся ФВгуръ, а следовательно в всей свстеиы. Но, 
разсиатрввая выведенные параллелоэдры, мы уввдвиъ, что 
только такое прикосновенде въ нихъ и имеетъ место. 
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81. Перейдеиъ теперь къ опрел'к1ен!ю соотв-Ьтственныхъ 
хъ и плоскостей втораго порядка. Трвпараллело^дръ оред- 
егь собою паралделоаипедъ простраиственвой решетки. Въ 

I вершины и средяиы реберь представ^нютъ соотв^ствеы- 
очкв втораго порядка'). Поэтому соотв^тственнын пло- 
ыи втораго порядка будутъ д!аиетр&льныя пдоскосп, про- 
1я чрезъ ребра Фнгург. Такнхъ плоскостей будетъ слйдо- 
ао шесть, и притонъ оня образуютъ двоякаго рода пояса ^); 
[пихъ совпадаютъ съ соотв^тствеввыии прниыыв перваго 
:а, в въ этяхъ осяхъ оересЬкаетсв по дв'^ плоскостя; оса 
:ъ представляють пр8иь1я, соедвнвю1щя протнвоположвыя 
ны Фвгуры, в въ этяхъ осяхъ перееЁкается по трв пло- 
; зд-Ьсь иы встр^чаеиъ, сл-Ьдовательно, то же соотаоше- 
'о въ граняхъ гексапараллелоадра, а потону моясеиъ ска- 
гто соотв-Ётственныя плоскоств втораго порядка въ тряпа- 
огхргк параллельны гранниъ н^котораго гексаоараллело- 
Соотвйтствевныя же плоскоств перваго порядка этой фв- 
какъ иь1 ввд'Ьлв, чвслоиъ трв, параллельвы гранямъ самой 

ь тетрапараллелоэдр'Ё четыре соотв'бтствепаыя пряиыя в 
;тствевныя плоскости перваго порядка, в првтоиъ плоско- 

II образуютъ двоякаго рода пояса: а) шестигранные, ось 
.1хъ совпадаегь съ осью самой Фигуры, т. е. гексагопаль- 
изны и Ь) четырехгранные, оси которыхъ находятся въ пло- 
параллельвой осиован1янъ призмы. Поэтому можно сказать, 
(Отв-Ьтствеввыя плоскости перваго порядка тетрапаралле- 

параллельвы грааниъ ы^котораго другаго тетрапар&лле- 
., им^ющаго съ первымъ общую ось трипараллелогональ- 
:ояса. Соотв'&тственныни точками втораго порядка тетра- 
!елоэдра являются средины реберь основан1Й, числонъ 12. 



^(ентры гравей )гы яе арнвянаенъ въ разсче1~ь, так-ь какъ прйиыв, 
Ю[щя цевтръ фугуры съ этими ючиаии, будутъ соотв-Ьтственвымп 
и аерваго порядка. 

)ъ дшноиъ случай аодъ поясомъ иы подрвэунйваенъ вйсколько адо- 
, аересйиющихся по одвой пряноП. 
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Поэтону, въ неиъ ш'Ёется шесть соотв^тствевныхъ п 
втораго поря^№а, предстамяющихъ оси поясовъ, обра 
12 аюскостямв втораго порядка, не парал1е1ьными 
шкакого пара^Iе^оэдра. 

Гексапаралдедоэдръ (все равво обыквовенный тия < 
яый)ин'Ёетъ шесть соотв^ствеввыхъ оряиыхъ аерваго ! 
группирующихся въ семь шоскостей перваго порядка; п. 
эти образунггъ двоякаго рода пояса: а) шестиграпвые, о 
рыхъ совпадаютъ съ соответственными пряными первап 
ка, в Ь) четырехгравные, оси которыхъховнадають съ < 
ственнымн пряными втораго порядка. Поэтому, можно 
что соответствениыя пдоскости перваго порядка гексапа] 
эдра парадледьвы гранянъ гептапарамедоэдра. Соотв'] 
ными точками втораго порядка гексапаралделоэдра явдяю 
шявы тетрагоиоэдровъ, или, въ случа'Ё удливевной ФИгу 
пары такихъ вершвнъ э&и-Ьщаются средяваии реберъ пе] 
дипараллелогояальнаго пояса; поэтому, въ этой Фигур-Ь 
лшь тря соотв'Ётственныя прямыя втораго порядка, а со( 
плоскостей втораго порядка в вовсе н^ть. 

Въ геотапараллелоэдр^ ин^ется семь соответст) 
пряны хъ перваго порядка, в полное отсутств]е соотв^ 
выхъ пряныхъ и плоскостей втораго порядка. Соотв-1 
яын плоскости перваго 1}ррядка, числонъ 9, не ногу1 
параллельны плоскостяиъ какого-нибудь параллелоэдра. 
яхъ иоашо разделить аа дв-ё группы, и тогда получив 
олоскости одной группы параллельвы гранянъ трипаралл 
а плоскости другой — грааяиъ гексапараллелоэдра. 

Приведенными соображен!ями уясняются соотношен!; 
параллелоэдрами, и изъ нихъ видво, что вс^ простые [ 
лоэдры могутъ быть разд-Ёдевы ва дв-Ь группы, къ он 
которыгь отвосится тетрапаралделоэдръ, а къ другой 
остальные. 

§ 88. Теорема 47. Фигуры с-Ьчев1я параллелоэдровъ 
плоскостями, проходящими чрезъкак1я-нвбудь три соотв^ 
выя точки системы суть парадлелогопы какого-нибудь пс 
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1я гептапариле1оэдра; 

Ькущ1я плоскости, соотв*тствующ1я трипараллеюгональ- 

гсу: 

О (ребро) 4 8 6 8 4 

4 8 6 8 4 

0486840 я т. А. 

^ку1Ц1я ПЛОСКОСТИ, соотв^тствую1Ц1я дипараллелоговаль - 
орнчному) поясу : 

4 84 
4 8 4 

4 8 4 и т д. 

стыя с^Ёчешя, а ниенно параллелогоны не выше третьяго 
, получаются плоскостями параллельными соответствен- 
оскостяиъ втораго порядка и плоскостями параллельными 

I, Мы знаемъ, что всЬ ребра одного пояса параллело- 
1ВЫ между собою;- но величина этого ребра совершенно 
|ьиа, а потому ее можно брать в равною нулю, в парал- 
>. останется параллелоздронъ; при этоиъ параллелоэдръ 
Ц1ется однако въ н'Ькоторый другой, а именно: гептаоа- 
|дръ превращается въ удлиненный гексапараллслоэдръ; 
Й, смотря потону, сократвиъ лн мы до нуля ребра три- 
[оговальнаго или дипараллелогональнаго пояса, превра- 
. тетрапараллслоэдръ или обыкновенный гексапараллело- 
готъ посл^дтй, также какъ и гетраиараллелоэдръ, пре- 
гся этамъ оутеиъ въ трипараллелоэдры. 
ланный выше выводъ простыгь вь[пуклыхъ параллело- 
>диваково приложииъ а къ простынь вогаутыиъ, вочен; 
рапичиися зд'1кь приведен1емъ ихъ изображений. Вогну- 
грапараллелоэдра мы не изображаеиъ, такъ какъ это 
1ризна съ основан1яив — вогнутьши тринараллелогона- 
. 121 представляетъ обыкновенный, фиг. 122 — удли- 
вогнутый гексапараллслоэдръ, а фиг. 123 — вогнутый 
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гептапараллелоэдръ. Очевидно, что вогвутаго трипараллелоэдра 
вовсе не существуетъ. 

Если сложимъ одинъ или н']&сколько простыхъ параллело- 
эдровъ, принадлежащихъ одному ряду, то получимъ сложный па- 
раллелоэдръ. Исключенхе представляетъ трипараллелоэдръ, даю- 
ицй при этомъ сложеши снова простой трипараллелоэдръ. Можно 
для получен1я сложныхъ параллелоэдровъ складывать простыя и 
другймъ образомъ и въ разномъ члсл^. 

Если одну или несколько граней параллелоэдра или ихъ ча- 
стей мы заи^стимъ н'&которыми произвольными поверхностями, 
опираюпщмися на т^ же ломаныя, такъ, чтобы получилась сом- 
кнутая поверхность, наблюдая, чтобы точно такое же зам'Ьщете 
было произведено въ параллельномъ положеши и на соотв'бт- 
ственныхъ первымъ гранямъ или игь частямъ, то, очевидно, что 
новая Фигура будетъ опять параллелоэдромъ, но уже не им'Ью- 
щимъ центра, и не представляющимъ собою зоноэдра т. е. вто- 
ричнымъ. Понятно, что такое построен1е вторичныхъ параллело- 
эдровъ возможно лишь тогда, когда полученная поверхность но- 
ваго параллелоэдра ни въ какихъ лин1яхъ не пересбкаетъ самое 
себя. Понятно, что объемъ вторячнаго параллелоэдра равенъ 
объему соотв^тствующаго первичнаго, такъ какъ при его обра- 
зован1И мы прибавляемъ къ нему и отнимаемъ отъ него равные 
объемы. Къ тому же объемъ параллелоэдра всегда равенъ объ- 
ему параллелепипеда пространственной р^^шетки, а посл'бдняя не 
иэмФняется при превращен1и первичнаго параллелоэдра во вто- 
ричный. 

Легко понять, что могутъ существовать и параллелоэдры 
2-го и высшаго порядковъ, для получен1я которыхъ стоить какъ- 
нибудь разд'&1ить на части параллелоэдръ. Если такихъ частей п, 
то каждая изъ нихъ представляетъ собою параллелоэдръ п-го 
порядка. 

Однимъ изъ прост{1Йшихъ прим'&ровъ выпуклыхъ параллело- 
эдровъ 2-го порядка можетъ служить изв'Ёстный уже намъ при- Фиг. иб. 
тупленный ромбическш додекаэдръ, выполняющШ пространство 
вм'ЬсгЬ оъ кубомъ. 

16* 
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равлен1е враще1пя око^о которыхъ вы- 
!а ФВгу1И^ стр^1каин, будутъ об-Ё нахо- 
стоян1и огь точки А\ а и^довательво ■Г 
кв от1ичаться по положев1ю другъ оть 
|ую всякой данной. 

1яутри одного стереоэлра возьиеиъ про- 
нъ построииъ соотв^тственныя точки во 
I, то получимт. систему точекъ, наэываю- 
такой, что если изъ какой-нибудь точки 
ь другимъ точкаыъ системы, и потомъ 
)й точкой , то получинъ дв^ совы'Ьщаю- 
систеиы лучей. Если мы предаоложинъ, 
1няется не только равными, но и свние- 
такъ иы вид-Ьли, вара такнхъ смежныхъ 
Фигуру, изъ равныхъ которыиъ будетъ 
ю. Поэтому, каждая точка сястеиы за- 
I въ совокупяости система вс*хъ соот- 
едставитъ собою дв'Ь вроникаю1ц1я другъ 
иы, свнзавныя другъ съ другомъ овре- 
сиииетр1и. Изсл'Ёдоваа1е правильвыхъ 
1 въ сочинев1в Ь. 8оЬпске «ЕпЬпкке- 
Кгуа*а1181;гис1иг» (1879), в только-что 
Формулирована въ ненъ въ сл^дующвхъ 
351^6 а11бе1и§ ипепсШс)1е Рипк);8у8(еп1 Ье- 
аа шеЬгегеп ш е1пап(1ег @е8(е1иеп коп- 
1(1ег 63 гес1пс1г1 з1с11 1а врес1е11еа РаПеп 
11«г. Вк ВескзсЫеЬип^еп дев 8уз1ет8 
1 (1ез 2и Огипде 118^811(180 Каит^((егзв. 
ии^Ёетъ синиетр1ю какого-нибудь отд-Ь- 
кубъ, ромбичесмй додекаэдръ и особый 
■и^ютъ сиииетр1ю гоноэдрическаго от- 
:кой системы , то на основан1и изложен- 
)тд'Ьл'Ё легко заключить, что Фигура эта 
гями (а иневво во гравямъ эленентар- 
1Т1> быть разделена на равныя в синие- 
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тр1чныя частя, а нненно приведенныя Фигуры раз1агг 
квиъ образомъ на 48 частей; но Фигуры гомоэдрическ! 
быть разд-к1евы такимъ же образомъ и по закованъ ге 
тетартоэдр1И, а именно т* же Фягуры по закону тетраэ; 
геиЬдр1и разлагаются ва 24 одвовремевно равныхъ 
тричныхъ частей, такъ какъ каждая часть въ отд-Ьльност 
п^оскость снмметрм; по закону додекаэдрической гем1эдр 
Фигуры разлагаются ш 24 равныхъ и симметричныхъ 
12 равныхъ и 12 имъ синнетричныхъ); иаконецъ, по з: 
роэдрической ген1адр1и эти же Фигуры разлагаются на 
ныхъ, но не сиииетричныхъ Фнгуръ. Точно также по 31 
тартоэдр1и они разлагаются уже на 1 2 равныхъ, а не си 
ныхъ частей. 

Такъ какъ сдвигами и!растяя[еЕ11лни кубъ можетъ быт 
шенъ въ какой-угодно параллелопипедъ (теорема 32), а 
лоэдръ, подвергающ1йся этимъ взм'Ёнеи1ямъ, остается 
^оэдромъ {сл-Ьдститя с теоремы 29 и теорема 35), то от 
ключаемъ, что орввсденныя три Фигуры могутъ принял 
всякую симметр1и, на какую способенъ паралледопип 
системы и ихъ подразд'Ьлен1я кристаллограФ1и), а сооб 
этвнъ — ра.1Д'11яться на стереоэдры. При полномъ о 
сиииетр!и он^ уже не будуть разд^^ляться на равный и^ 
тричвыя части, за всключен1емъ нараллелопипеда, всегд; 
наго д'Ёлиться на раввыя части, нодобныя о.'йлому. 

Подобный же соображен1я прн1гБвимы в для тетра 
лоэдра. Только высшая степень его симметр1и — гомоэ, 
сагональной системы. 

Тес^ема 49. Каждая правильная система точекъ ест1 
соотв'Ётствевныхъ точекъ стереоэдровъ. 

Возьмемъ вместо точекъ малые объемные элемен: 
внльная система точекъ изменится въ правильвую свс 
кнхъ элеиевтовъ. Еслв дал'Ье мы будемъ стровть так! 
стены, при услоБ1и, что ВСЯК1Й дальн'ЬйшШ элементъ [ 
ственно првмыкасгь къ предъвдущииъ , не оставляя 
промежутка, то првденъ наконецъ къ тому, что въ вз1 
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направлен1и элементы сталкиваются и потому въ этомъ ваправ- 
лен1и нельзя брать для построешя новыхъ элементовъ. А такъ 
какъ это соображен1е одинаково прим'бвимо для вс1^хъ направле- 
Н1Й, то и получимъ, что и совокупность элементовъ, неразрывно 
связанныхъ съ какимъ- нибудь первоначальнымъ элементомь, 
ОФормливается въ геометрическое т1^ло , сталкивающееся съ та- 
кимъ же гЬломъ, образовавшимся изъ смежнаго элемента. Такъ 
какъ, по условш, система точекъ правильная и потому ооред'Ь- 
ленныя движен1я, и притомъ одни и гЬ же, должны привести къ 
совпаденио каждые два элемента двухъ такихъ гЬлъ, то значить 
и совокупность этихъ элементовъ т. е. самыя г&ла, выполняющ1я 
пространство, должны совместиться ; совм^щеше же доказываетъ 
ихъ равенство, а вм'Ьсгё съ тЬмъ и то, что они стереоэдры. 

Дримгьчанге. Въ предъидущемъ, опред^^лен^е «правильной си- 
стемы точекъ» заимствовано у ЗоЬпске^). Но съ равнымъ пра- 
вомъ этотъ же терминъ прим']^нимъ и къ совокупности двухъ 
правильныхъ системъ, изъ которыхъ одна симметрична съ дру- 
гой. Расширить опред'Ьлен1е въ этомъ направлеши было бы тёмъ 
посл'Ьдовательн'&е, что тотъ жеЗоЬпске, изсл'&^^я правильный 
системы точекъ на плоскости, взялъ это бол'бе широкое опред'Ь- 
лен1е: «Бт Рипк(8у81;ет уоп ипЪе^геп2(;ег Аи8с1е11пипд Ье18$е 
ге^е1т&в81ё, \7епп Ше уоп а11еп зехпеп Рипк(еп аи8^еЬеп(]еп 
Ып1епЪйп(1е1 йЬегетзИшшеп, 1П(1еш 81е епк^едег БатшШсЬ 
соп§гиеп(, ос1ег 1Ьег18 сопдгиеЫ {НеИз зуттекшсН вгпЛт» \ Если, 
для различ1я, системы точекъ съ плоскостями симметрхи мы назо- 
вемъ правильными двойными системами, то увидимъ, что только- 
что доказанная теорема одинакова прим'Ьнима какъ къ простымъ, 
такъ и къ двойньшъ системамъ. 



М БпЫске1и11в б^^^ег ТЬеог1е (1ег Кгу8Ы181гик1иг, 1879, в. 28. Эти сн- 
стеиы тЬ же, что и системы С. О ог(1ап'а въ «Мёто1ге виг 1е8 ^гоиреа де тоа- 

уетепи» «ВпозсЫ е Сгетопа АппаИ Ш Ма1ета11са 8ег. II, Т II, р. 168 и рр. 
839—344. 

') «В1е геве1т&8в!9е11 еЪепеп Рипкиувгеше уоп апЪевгеп21ег Аи8де1тип§(1>. 
ВогсЬагй^'з ^оиг. Г сПе г. и. апв- Ма1Ь. 1874 Ва. 77. 8. 48. 
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(' тороны лпппраллологоновъ параллельпи соотв'Ьтственнымъ направ- 
лш)лмг, и потому если дв*!) прямыя въ этихъ направлев1яхъ иы прнмемъ 
аа осн координагь, то параметры дипаралхедогона будутъ(1:(х>);ка2Кдое 
1шь чиоелъ мм должны сначала относить бъ одной и зат']^мъ къ другой 
ООН коорднпатъ. 

Если въ елстем'Ь правилъвыхъ шестнугольниковъ мы прнмемъ за оси 
координатъ дна как1янибудь соотв1)тственныя направленк (уг. 60°), то, 
какъ нетрудно вывести, параметръ (1:-ь1) представитъ собою третье 
соответственное направлеше, а параметры (1 : — 1) н (1 :-ь2) выра- 
алтъ собою направлен1л оторонъ шестиугольниЕа. Тоже относится, ко- 
ночио, и ко всякой системе нормальныхъ трипараиелогоновъ. 

Система точекъ каждой данной плоской сЬтки можетъ быть принята 
ал систему соотв-Ьтственныхъ точекъ безконечнаго множества раалкч- 
|1ыхъ вормальвыхъ дн- п трппараллелогоновъ. 

Въ самомъ д^хк, проведемъ чрезъ точку данной плоской с^тки про- 
напольную возможную прямую. Прямая эта будетъ заключать въ себ% 
)и1дъ рнмпоотстояи^ихъ точекъ данной системы; если взятую прямую ми 
будомъ передвигать въ иар&ллельномъ положен1и до т1(хъ поръ, пока 
она но встретить хоть одной точки данной системы, то, такъ какъ пря- 
мая !^та пм^;етъ во;{Можвое направлеше, въ вей опять будетъ заклю- 
чаться (икхъ раввоотстояшихъ точекъ и притомъ рядъ тожественный съ 
порвммъ — это будетъ его ближайш1й рядъ. Если чрезъ нервоначально 
ВчЧятую точку и вроизвольвую точку блвжайшаго ряда ны снова врове- 
хемъ в|и1мя<^ ^ волтчвмъ другое возмовшое вавравлев1е. Еслв теверь 
Ч|>«41Ъ вс! гочкв системы вроведемъ врямня въ обовхъ вавравлен1яхъ, то 
в^члучвмъ систему раввыхъ вараллелограховъ, которую восредствонъ 
с^ввговъ в )ч1стяжев1й можемъ вревратвть въ свсгемт квадратовъ влв 
т4Мбвхъ вара1Л«лограмовъ« углы которыхъ вв^югь велвчнвт 60^ в 120*^. 
П<'р|)уа^ свсгез|у точекъ мы можемъ врввжть за евстемт соотИ:тствен- 
вмхъ т\>ч<«ъ ква||»атовк ^ втсрую — за свстеху соотв^тствевжнхъ 
тч^ч^къ враввлъвихъ ш^тяуголъввковк Построввъ светемя этнхъ фв- 
гуръ в влдвергвувъ вхъ VV'ратвиVъ С1«вгамъ в расгжжешявъ, ми веякУк 
1^а4{ъ ^в%>!М1 врв|охъ къ даввой влоской г^тк^, какъ сястеж^ ооотв^т- 
ст«^вв11\ъ т\>ч^къ В1>|шалъвихъ ш* влв тржвараллелогчшовъ. 

Тч\ чт\> мы сейчагъ нывелв отаосвтелъво норналъмнхь ■арахлехо- 
тч>вл)кч враллжяво я къ ав1>валъвымъц Въ самовгъ х1хк яостуонвь сн- 
«"^«ч вх 1|ч>в^11чмъвит\ авс'малъвыхъ трхтаралл«ло:ч>новъ, н въ ней са- 
^'ТУ'вч лсч'*!:^гсп1еввыхъ ^^чвБъ в ва|^«алле>сграмовъ^ нв. яесредтожъ 
.Ч9«гл1^ъ в |«атж^в^^. 9^^^Iга млхежъ ксре^^тв отъ данной скя«ш то- 
ге«ъ къ <^еч*ггм%^ т«>^къ тччлъкг^чго тхсаывуткхъ ттвнарапе^лгоновъ; 
я^г>7\ат»е ъ; ^(т^кп и ^^-гххехи к^^гг^дттъ аагъ сфлка къ хав1 
С'.^в^ т,"* кк какъ <*^.■^^^в^ л>с":#^*!хг«1явыхъ тгчех:ъ аа^ 

С/Фгт^вч'!:»**' хаалссчгчк»;* ч^х|<х^^^ки в ваклж'«^к^х нн мявшъ сяй* 
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Наобод1>е правнльннив представителям и парамеюэдровъ ЯЫ1 
кубь, ромбнческЦк додекаадръ, особый прнтушеввыб октаэдръ и щ 
првэна съ осаован1еи'ь — праввльвынъ тестиугольвивоиъ. Всё этв фв 
а равно и тЪ, которые солучаютсл ввъ нихъ посредствонъ сдввговъ л ] 
хев1й, ны назовекъ аорнальннна дарвлдеюэдраин. Бсдв же уддиацк ' 
1ии в1ско1ЬЕо воасоаъ кахдоВ взъ этохъ фнгуръ, то под^'чвмъ ф 
съ тЪмв хе гОЕоэдраня, двуграапыип в идосквив 7'''"'»^. какъ у 
кадьвыхъ, но ов'Ь уве посредствонъ сдввговъ в растлхев1Й вообв 
могутъ быть превращены въ ваибол'Ье враввдьнихъ-представвтвк 
раиеюэдровъ. Триоарад яелойдръ, водобно двпараиыогону на пдое 
не ножетъ быть авонадьаынъ, такъ вавъ восредствомъ сдввговъ 
стяхев1В вслкЁб паралеюпппедъ иожетъ быть вревращевъ во ■ 
другой. ГвЕсааврадлеюэдръ представдаетъ ту особеввость, что удл 
его нторвчваго, двпараддеюговааьнаго, пояса врпводнгь бъ еовс 
гурЪ, въ котороВ лвдяется иврвв^ны& дипарадделогпнальныб волс! 
фвгура, уддввенвыВ гевсавараиеюэдръ, не кожетъ быть, по ус 
его образован!», ворнадьныиъ параиедоэдромъ. 

Аналогично стороаакъ нарахдеюгововъ на иосБОСТИ, грани 
кальныхъ вараиедоздровъ также всегда ориваддежатъ воз ноя 
цдоскостлиъ систеиы вин'Ёютъ, вообще, орост'Ёбш1в нара11етры,ан 
параметры куба (а таБхе п его ооотв^тственвыхъ ндоскостеП), ее 
осв Еоорднватъ врвыеыъ его соотвФтстиевныл ваарав1ен1я, б 
(1:си:с.з); параметры пряной гексагонадьвоВ вризмы, а равно и 
вормадьныхъ тетрвпаралдеюэдровъ в вхъ соотв^тственвнхъ пдосб 
есдн за осв коордннатъ применъ павиую ось в ка1йя-нибудь два 
т\я соотв^тствевннл направ1ев1я, будутъ (« :± 1 :± 1), {I : ■»: 
(« :-Ь 1 :-1-2); однако, во ыс^хъ этихъ трехъ сдучалхъ первое 
вужво принять за коордивату во гдавной осв. Параметры- ромбичс 
додекаэдра, а равно в вс11хъ нормадьвыхъ гексанараддеюэдровъ, 
за оси коордннатъ приненъ его гдаввна осв, будутъ (± 1 : ± 1 : 
его соотв'Ътствеввыхъ ндоскостей — (±1:±1:±1) в (!:« 
наконецъ, паранетраии особаю врптупденааго октаадра, а равно и 
ворнадьнтъ гедтапарахдеюэдровъ, есдв за оси коордянать пр1 
гяаввыа осв, будутъ (I ; « : ов) н (±: 1 : гЬ I : ± 1), а его соотв*!» 
ныхъ ддоокостев (которыл, какъ наиъ изв^стно^ вараддедьвы гр 
ронбвчесваго додекаэдра), будутъ (± 1 : :*: 1 : оо). 

Разсухден1ямв, совершенно авадогичвынн тЬжъ, которыя прнв 
отноевтодьно свстеиъ параддедогововъ, ны докакенъ, что в точкв 
дой лростравствевной рЪшеткн ногутъ быть приняты за соотвЪт< 
ныл точки беачвсдевнаго иножества всакаго рода пара1дедоэдр< 
врятом-к какъ аорнахьнихъ, такъ а авохал^ныхъ. 



от д^&лъ лг. 



о МНОГОГРАННИКАХЪ СЪ ВОГНУТЫМИ УГЛА- 
МИ, ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫМИ или КАЖУЩИМИСЯ. 

ГЛАВА 14. 
Койлоэдры. 

§ 85. Теперь мы изучимъ математическ1я отношен1я ме)дду 
элеиентами многогранниковъ, им^ющихъ вогнутые двугранные 
углы. Какъ было упомянуто раньше, мы всегда можемъ таюе 
многогранники разложить на совокупность выпуклыхъ; поэтому 
обратно они могутъ быть произведены совокупностью выпук- 
лыхъ многогранниковъ. Посмотримъ, какъ къ такой совокупно- 
сти относится Формула Эйлера. Предположимъ, что мы сово- 
купляемъ два выпуклыхъ многогранника по н'1которой общей 
грани наяменовашя т; приэтомъ, отъ сложешя, выпадаетъ две 
гранИ| т реберъ и т вершинъ, и значить новое отношеше между 
элементами, если сюда можно приложить Формулу Эйлера, вы- 
разится — (г-*-г' — т)н-2 = (/'н-Г— 2)-н(п-*-п' — т); 
на самомъ же д'Ьл'Ь мы им']&емъ г-«- 2=/'-ыг и /-♦- 2==/^-4-п ; 
складывая, получаемъ (гн-/)-н2н-2=(/*-»-/^)-*-(пн-п'); 
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ъ иакъ иыогогравняки съ несалошною поверхностью ускояь- 
гь отъ всякаго точнаго определен!», то н не подлежать об- 
|у геоиетрическоиу нзучев1ю. Многогранник! же со спдош- 
> поверхностью для простоты иы будеиъ называть койлоэдра- 
Ви'Ьст^& съ Формулой Эйлера къ койлоэдраиъ прпгЁнниы я 
друпя выведенныя наии Форнулы 1 — 24 въ глав^ 4. 
Для опред-ЬленЕя ооложешя какого-нибудь ияогогранннка въ 
геи-Ё ИЫ стровлн его тваическ1в представятель. Это не прн- 
ино непосредственно къ койлоэдрамъ, такъ какъ всякий соб- 
:нно типическШ иногограввикъ будегь непреи-1ано выпуклый. 
иы можеиъ представить себ'Ё, что продолжен1е граней какого- 
^дь койлоэдра будугь касательны къ шару. Так1е койлоэдры 
уже только условно иоженъ аазывать типическими. Но отъ 
■ческихъ койлоэдровъ всегда иожно перейти къ настоящииъ 
пческииъ многогранникамъ той же разиовядностн, если за 
пи мы будеиъ принимать тк вхъ части, внутри которыхъ на- 
1ТСЯ точка касав!я а которыя очерчиваются пересЁчен1еиъ со 
жвыии гранями. Такииъ образомъ, если существуетъ какой- 
^дь типическ1й койлоэдръ, то непременно существуетъ и ти- 
ЗСК1Й иногогранникъ той же раяновидвости; поэтому, разно- 
вость можетъ опять подраздй1яться; так1я подразд'Ьлен1я иы 
зиъ называть формазт; значить, тиавческ1е койлоэдры суть 
!>ко различный Фориы тяпическнхъ изоэдровъ. Так1е койло- 
ы, грани которыхъ равны, мы будеиъ называть изокойло- 
%ми. 

Нетрудно убедиться, что точки касатя типическнхъ изокой- 
1ровъ суть точки соотв-Ьтственвыя. Для доказательства доста- 
10 было бы повторить выводъ теоремы 1 5 отд. П, такъ какъ 
разляч1е обоихъ случаевъ заключается дяшь въ положети 



'ограввиковъ вьшушыхъ; такъ какъ Эйлеравыни квогогравввкамв сл%- 
•г, называть гЪ, къ которымъ принЪвина Форнуав ЭЙжера, то сюда 
;гь также в койюэдры. Приведенное оорел'1дешо совершеаво соваядаетъ 
>пред%1ев1енъ С. Лаг(1ап'а пЬя ро1уё^гев 1е]в ^^Iе (ои1 сопювг Гегтё 
^ виг 1ецг зигГасе е1 ве зе 1гауег8ао1 раг 1и1 тише (11г18с се11е вигГасе ев 
: гЁвЬпя зерагёев» (Пагс1|ап1 3. В. С6, 8. 8Б). 
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соответственной точки — въ одномъ случа* внутри, въ дру- 
гомъ — вн* грани. 

Эта теорема приводить однако къ весьма интересному вы- 
воду, а именно, что типическхе изокойлоэдры суть Формы типи- 
ческихъ изоэдровъ, и что поэтому, какъ ихъ выводъ, такъ и веЬ 
усдов1я симметр1И одинаковы съ выпуклыми Формами. 

§ 86. Теперь мы и займемся выводомъ вс&хъ важн^йшихг 
снстеиъ тиаическихъ изокойлоэдровъ, начиная съ системы кубо- 
октаэдрической. 

Ясно, что мы получимъ типическш изокойлоэдръ, если, взявъ 
на СФер^ гд'Ь-нибудь внЬ основнаго гоноэдра точку, примемъ ее 
за точку касан1я и проведемъ чрезъ нее касательную плоскость, 
а за грань койлоэдра примемъ Фигуру перес'1^чен1я ея съ гранями 
основнаго гоноэдра. Очевидно, однако, что не всякая точка на 
СФер^ можетъ служить для этой ц']Б|И, такъ какъ можно предпо- 
ложить на СФер^ столь удаленную точку, что касательная къ ней 
грань не пересЬчетъ граней, одной или н']^сколькихъ, основнаго 
гоноэдра. Отыщемъ пределы такихъ точекъ. Легко видеть, что 
пред']^лами этими для основнаго гоноэдра кубооктаэдрической си- 
стемы КОВ (очерченнаго толстой лин1ею) б5'детъ дополнительный 
тригоноэдръ кг ко. от. Въ пред'Ьлахъ этого дополнительпаго Фиг. 127 *). 
гоноэдра всЬ точки могутъ быть точками касан1я типическихъ 
изокойлоэдровъ. Плоскости, касательный къ точкамъ, образую- 
щимъ его стороны, будутъ параллельны соотв'Ётственнымъ ре- 
брамъ основнаго тригоноэдра, и следовательно такой изокойло- 
эдръ будетъ представлять систему лучей (а именно осей симме- 
тр1и), если касательный плоскости мы перенесемъ въ параллель- 
номъ положеши къ центру. Плоскости же, касательныя къ вер- 
шинамъ дополнительнаго тригоноэдра , будутъ параллельны гра- 
нямъ основнаго тригоноэдра, и потому самый изокойлоэдръ при 
только-что выраженномъ услов1и будетъ представлять собою 



') Фиг. 127 представдяетъ собою лишь часть фиг. 126, въ которой пока- 
зано (въ стереографической проэкцш) разд^^лен1е сФеры на элементарные го- 
ноэдры гомоэдрическаго отдйлешя кубооктаэдрической системы. 

17 



шу центральныхъ пдоскостей (а ниеано плоскостей сим- 

■и). 

]а пред^ланв этого долошителышго говоэдра точекъ, для 

роев1я твпнческаго иэокойлоэдра, брать очевядао нельзя. 

Гакъ какъ суииа пюскнхъ угловъ 2Р основнаго гоноэдра 

а Ц (2*), то величана этого доаолвггельнаго будегь 

1Р , 1 , 
--^^1-^а, а такъ вакъ при этоыъ величина основнаго 

»дра ^(2, то ясно, что дополвзгтельвый или предельный го- 

[>ъ будетъ въ 15 разъ больше основваго, что легко вид^^ть 

Фигуры, въ которой Сфера представлена разд'Ьленною на эле- 

арные говоэдры. 

Ветрудно видеть, что тк нзокойлоэдры , которые построены 

соотв^тетвенвыхъ точекъ системы эленентарныхъ гоно- 

въ , будугь представлять лишь различныя Фориы другъ дру- 

I также и твпнческаго изоэдра, построевнаго изъ такой ясе 

в'Ьтственной точки, но взятой внутри основнаго говоэдра. 

;ыатривая схему съ этой точки зр^в1я мы видинъ, что язь 

ъ нредельныхъ Фигуръ только 2 йм'1Ьютъ вогнутыя Фор- 

а именно октаэдръ (точка О,) и ронбическ1й додекаэдръ 

Легко вид'Ёть также, что Формы одной и той же Фигуры, 
роенвыя взъ раалвчвыхъ соотв'Ётствевныхъ точекъ, будутъ 
ще видимо различаться между собою, а именно различ1е это 
гь выражаться въ вогнутости и выпуклости разлнчныхъ 
ранныхъ угловъ и угловъ между смежными ребрами. Такимъ 
зонъ, вогнутыми или выпуклыми могутъ быть двугранные 
I, а также илоск1е углы между смежными ребрами, находя- 
яся въ одной и той же плоскости (симметр1в). Для наявоз- 
но краткаго означен1я этихъ разлвч1б иы принемъ для вьшук- 



) Это легко вывести элеиентарнылъ аутенъ: основной говоэдръ КОК 

1вите1ввъ говоэлр; взогон&, првтуаженнаго кубооктаэлрк, вредстквляю- 

спбоб зояоэлръ, для котораго ^в = 2Л{« — 2р) = 2г1{4в— 2.9)=вМ, 

60Й „. ЗР ^п_3й 

окая сунма оарел'ыится ивъ равенства -^ = 2а — , откуда лР^-^- 
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лости букву у, а для вогнутоств — букву с. Въ случа* же, еслв 
отмечаемые углы образу ютъ одну плоскость или одну прямую, 
мы будемъ ставить букву о, что означаетъ отсутств1е какъ вы- 
пуклости, такъ и вогнутости ^). Для характеристики мы будемъ 
совокуплять рядъ этихъ условныхъ знаковъ въ одной строчк'Ь по 
условленному порядку. Теперь же нужно определить, сколько 
именно знаковъ необходимо для определен1я всякой возможной 
Фигуры этой системы. 

Ясно, что дуга большаго круга, проходящая чрезъ ЕО^ раз- 
делить Сферу и нашъ предельный гоноэдръ на две части. Въ 
той части, въ которой находится основной гоноэдръ КОВ^ все 
точки произведуть койлоэдры съ выпуклыми двугранными угла- 
ми, ребра которыхъ находятся въ одной плоскости съ нашею 
разделительною дугою. Въ самомъ деле, эта плоскость есть ни- 
что иное, какъ цлоскость симметр1и койлоэдра, и притомъ про- 
ходитъ чрезъ ребро изследуемаго двуграннаго угла. Следова- 
тельно, дуга эта будетъ разграничительшую литею по отношен1Ю 
къ вогнутости или выпуклости указанныхъ двугранныхъ угловъ. 
Очевидно, что для всехъ точекъ, находящихся на этой дуге по 
отношен1ю къ указаннымъ двуграннымъ угламъ придется поста- 
вить букву о. 

Совершенно тоже самое приходится сказать и о дугахъ, 
проведенныхъ чрезъ КМ и НО. Первые три знака и будутъ от- 
носиться къ этимъ двуграннымъ угламъ, какъ это сделано на 
Фигуре 127, т. е. первые три знака по порядку будутъ: 1) со- 
ответственно разграничительной линш, проходящей чрезъ КО^ 
2) — лиши КЕ, 3) — ВО. 

Но этими тремя знаками не ограничивается выражен1е того 
видимаго разнообраз1я, которое представляютъ собою типичесюе 
изокойлоэдры. Чтобы понять это, мы изследуемъ, отчего будутъ 



^) На табдицахъ выпуклость означается четвертью круга> обращеннаго 
выпуклостью кверху, вогнутость — четвертью круга, обращеннаго вогну- 
тостью кверху; по причине типографскихъ затрудненШ такое обозначен1е не 
могло быть проведено въ текст-)^. 
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О. У\шшжь0 аичжлж |>г/':рогь« гь сасжхъ сгтятъ <<1^л1рп€ж 

какг|п>«0вбуд|» э^н;ме»тарва^ о I о»о:#дра. на и р дмкрь кг. О. К., 
ншшжн. *гто соотв^тегвунншя ему грань 01 
(^ештнгп) гоноздра; гго до0уще01е обусювшгъ оаюжет ребра 
иъ ндоскосп /ГО; для того, «гтобы иодучетъ ОIIред^^ея■ое пою- 
ж^1е другаго ребра той же одоекосп, возьнеиъ ва црии1р ь 
1рань въ пред^даxъ гоноадра 1г.0.&; нетрудно шшп, что 
птл каеашя этой грани южжвг находиться въ предЪлхь гоно- 
адра КОЕ^ у 8 значить, угодъ между нсконымн ребрами будеть 
вогиут}э1Й. Но есди мы возьмемъ точку не внутри говоэдри, а на 
его грани 12,0, то нетрудно убедиться, что съ нею содьегся 
я гчктгЪтственная точка, определяющая знакъ нскомаго угла 
между ребрами. Таквмъ образоиъ, мы найдемъ, что О^Н^ОВ^ 
и будргь раз|'раничитедьяой лян1ей для разсматрнваемыгь 
углов'ь. 
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анныхъ раньте соособовъ орподюп> къ необходя- 
янаковъ. Вс1^ эти озваченЫ вжктЬ съ р&згрвнга- 
яш предстаиевы на фп*. 128. Въ этокъ отд^ле- 
{ваеися тольконату особенжмгть, <гго одл ■ т^ яе 
отся тутъ два раза ■ располагаются (яннетрпво 
къ ян1| КК^ . Но это и следовало ожадать въ 
[ч> свойства Фвгуръ этого отд-кжев!» являться всегда 
чныгь ввдокз1гЬнев1яхъ. 

1ВЫ1 звакъ отвосвтся къ разгранттельво! лшл 
грет1в къ одв(^ азъ лтй КТ, смотря огутому, въ 
Ё взялв ны для 1Юсгроев1я сооткЬтственную точку, 
в, находяще1ся ва чертеже выше влв нвже лвтв 
что для каждой ооловены будеть н жная посгЬдо- 
-го ш 3-го знака, какъ ввдно нэъ сд'Ьлавнаго на 
кчешя. Наковепъ, четвертое обозвачев1е отвоспся 
1в1й ТК^■, такъ какъ лввш эп цйшюнъ находятся 
юловннъ, то очевидно, в^тъ ннкакой надобвосп въ 
каждой изъ ннхъ обозвачешяхъ. 
гону какъ въ гоноэдраческомъ отд'Ьлешн, н зд-Ьсь 
)елч1ну дополннтельяаго гоноэдра 1(.Ы.Ы, кото- 
>, будеть равевъ гоноэдру изогона — притуплён- 
, т. е. равенъ Л, почему этоть донолввтельный го- 
ь въ 6 разъ больше основнаго, гь чемъ ветрудво ' 
)аго соображетя убйявться в изъ чертежа. 
!что новое встр^чаенъ ны, когда переходннъ «ъ 
каэдрнческаго отд'Ьлешя этой систены. Зд^сь, какъ 
>, эленеятарвый гоноэдръ представляетъ велвчяну 
;н в аритонъ возиожныя р'Ьшен1я находятся лишь 
(лящ1хъ уголъ ЕОВ пополанъ. ВнЬстЬ съ основ- 
юнъ изн^няется и дополнительный, такъ что по- 
) посл'Ьдняго приходится нровзвеств нанныхъ осно- 
ювно: въ веиъ остаются неяэнЬвныни лишь дв1: 
■■.кг соотв^Ьтственно постоянной веропнЬ ^ основ- 
а го. о. го соответственно постоянной верпшн^ О. 
я стороны взи^няють свое положен1е въ пред'Ьлахъ 
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оть кг. го до кг. г. Соответственно 
основваго говоэдра КВ въ дооомвте: 
выив вершввы кг. Дуга, равнод-Ёлящ 
свое по^ожев^е лишь въ пределвхъ са1 
Бъ протаввонъ муча*!^ санъ осаовно! 
свовхъ вред^ловь. Отсюда сл*дуеть, 
ствуюп^къ точкаиъ, выходящвнъ и; 
равноделящей, в показавныхъ ва фн 
не сушествуеть вовсе. Поэтому, въ эт 
существовать иныхъ разграввчвтельн! 
Иэс1едуя веобходииое число зваковъ, 
найдеиъ, какъ и въ аредъвдущей ге 
совокупность всЬхъ взокойлоэдровъ 
половввы, свииетричныя другъ по от 
плоскость свныетр!и зд'Бсь будетъ ина: 

Первое в второе обозвачев1е отн^ 
^вв^й КВ, сиотря потону, въ какой 1 
ЛЯВ1Н КО) возьнемъ мы для построев 
Третье обозначение относится къ одн( 
зд-Ьсь НС требуется двухъ обозначев1б 
половявъ только одна взъ нихъ ел; 
лин1ею. 

$ 89, Наконецъ легко видеть, ч 
тетяртоэдрическаго отд'Ьлен1Й кубоок' 
койлоэдровъ вовсе не существустъ, 
основваго гоноэдра ви'Ёется лвшь од 
отв^тствующее точк'Ъ, находящейся 
шсв1е настоящаго тнпическаго изоэдр 

§ 90. Разсиатривая обозпачеп1я 
разд'к1ев]й, иы ввдвиъ, что они выра; 
эдры, но и тнпвческ1е язоэдры. Мы 
дующей таблице, составленной на оба 
не заключающей въ себ* знаковъ воп 



—т -.ыггк-хнхъ тиаичЕСКихъ изоэдровъ 
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^' <^^*давк^ отс.ТрТсгвЫ отм-Ьткн по дугЬ КО. 
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для иредъилущей системы, такъ что говорить о немъ зд'Ьсь не 
приходится. 

§ 92. По выведеннымъ только-что правиламъ нетрудно 
найти вс^ возможные изокойлоэдры и для какой угодно изъ ря- 
довыхъ системъ. Но это завело бы насъ слишкомъ далеко. До- 
статочно упомянуть, что число изокойлоэдровъ въ каждой системе 
увеличивается вм'1&стЬ съ саиимъ наименован1емъ системы и что 
для т:]&хъ гем1эдр1Й и тетартоэдрш, въ которыхъ каждой точки 
соотв'Ётствуетъ особый элементарный гоноэдръ изокойлоэдровъ 
вовсе не существуетъ по той же причин'^ какъ и въ гемхэдриче- 
скомъ отд'Ьленш только-что разсмотр'Ьнной системы и т. п. 

Аналогично тому, что зд^^сь выведено относительно койло- 
эдровъ, можетъ быть сд'блано и по отношенхю къ плоскимъ фи- 
гурамъ. Самыя Фигуры мы будемъ называть койлогонаии. 



ГЛАВА 15. 

Многоугольники и многогранники высшой отелеии^). 

§ 93. Многоугольникомъ первой степени называется такой, 
что если внутри его площади возьмемъ произвольную точку и изъ 



^) По вопросу объ этнхъ Фигурахъ н1гЬется довольно большая литера- 
тура, особенно по вопросу о многоугольникахъ, которые получили назван1е 
;IВ^^ЗАчатыxъ. Литература эта довольно полно собрана въ стать*]^ О. ВовСог'а 
«ТЬёог1е ^пёга1е Лее ро]у^пе8 ё^оИёв» (1лопу]Пе 1оаг. 3-те вёпе. 1 6, р. 342). 
Въ ней, однако, упущены н^^которыя н%11ецк1я работы. Во всяконъ случай, на- 
чало св'Ьд'1Ьн1Й по этону предмету относится къ глубокой древности. См. также 
Ващевко-Захарченко «Начала Эвклнда», стр. 283. 

Что касается многограннвковъ высшей степени, взъ которыхъ правиль- 
яыо получим название эв'Ьздчатыхъ, а вообще называются высшаго порядка 
или рода (огдге, еврёсе, Аг1), то первый св-Ьд-Ьтя о ннхъ приписываются 
Кооолеру (Нагт. тапд! II, 26). Но можно сказать, что они обратили на себя 
внимание лишь со времени появлен1я работы Ро1П801 (X йе ГБсро!. СаЬ. 10, 
р, 89Х посл-Ь которой указанные имъ правильные многогранники получили на- 
аван1е гк1ъ Ро]118о1. ПосгЬ этого, мы н^кемъ ц-блый рядъ работъ по этому 
вопросу, иаорни^ръ СаисЬу (X ее Гее. ро1. СаЬ. 16 р. 68), Вег(га11А (Сотр. 
геп^. 1858» р. 79), рядъ работъ О. БовЮг^а, Неаз'а, н наконецъ работа В«- 
Цоигоаа (^ои^. Це Гос. роКСаЬ. 49, р. 47). 




Ч^">- -1. V- -^.г 
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нея проведемъ прямую, иересЬкающую периметръ одинъ разъ, 
то необходимо получится лишь одна точка перес1чен]я. Бели же 
можно провести такую прямую, чтобы она пересекала периметръ 
въ -Б точкахъ, то такой многоугольникъ будетъ Я-ой степени, 
если Е наибольшее число точекъ перес'&чен1я, которое можно по- 
лучить при этомъ условш. 

Изъ этого опред'Ьлешя выходить, что въ многоугольнике 
^^-ой степени мы можемъ получить вообпхе Т1 периметровъ, а 
именно за первый принять самый внутренн1й и т. д., причемъ 
конечно части периметровъ различнаго порядка могуть совпадать 
и именно эти части периметра могутъ пересекаться въ меньшемъ 
чЫъ Е числе точекъ. Значить, на многоугольникъ ^-ой степени 
мы можемъ смотреть какъ на связанную периметрически сово- 
купность изъ Е многоугольниковъ. Если же бы этой периметри- 
ческой связи не было, то такой многоугольникъ представлялъ бы 
прямо совокупность Е многоугольниковъ. 

Какъ всегда, заслужявають вниман1я лишь наиболее пра- 
вильньш Фигуры, т. е. правильныя въ собственномъ смысле 
слова или же Фигуры равносторонн1я (типическ1я) и равноуголь- 
ный. Во всехъ трехъ случаяхъ мы можемъ построить при центре 
многоугольника систему равныхъ угловъ, а именно въ первыхъ 



я употребляю ддя этихъ Фигуръ териивъ «высшей степени», въ виду 
того, что друпе термины, какъ наприм']^ръ порядокъ, родъ и т. п. иы^ють 
въ моемъ изложешн совершенно другой, опред^^ленный, смыслъ. 

Хотя я и даю для этихъ Фигуръ иное опред'Ьлен1е, тЬнъ то, которое при- 
нято имъ давать со времени Ро1П8о1, но вообще опред']^етя эти совпадаютъ 
въ свовхъ приложев1яхъ, какъ это можно внд']^ть изъ совпадев1я Формулъ 
другихъ авторовъ и моихъ ; мое опред'к1еше лишь устраняетъ гЬ недоразу- 
агЬшя, который въ этомъ отношев1и общи всЬмъ авторамъ, занимавшимся 
этимъ предметомъ в который ведутъ за собою нарушен1е общности и гармон1и 
выводовъ. Такъ наприм'Ьръ правильный звездчатый шестиугольнвкъ по моему 
опред1^ев1Ю долженъ быть необходимо шестиугольвикомъ 2-й степени, между 
т^мъ какъ по другимъ авторамъ онъ разсматривается лишь какъ совокуп- 
ность двухъ правильныхъ трехугольниковъ; но, благодаря такому во8зрен1ю, 
пропадаетъ возможное по теор1и р-Ьшеше 2-й степени. Точно также н окта- 
эдръ 2-Й степени разсматривается другими авторами какъ совокупность двухъ 
тетраэдровъ и т. п. 
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двугь слтяаагь систему централныгъ. а гь посхЬхвемъ — цен- 
триьныхъ доаоттедьныхъ тгмвъ. Всл^дстгае ннохестве&но- 
:ргмл угдовъ этяхъ будегь уже не 4Л, а въ ^ 
|утш словаш, степень нногоуто1ЬН1К& нокеть 
яьшъ шзъ сунны цеетриьаыгъ тгловъ на 4(2. 
пъ, тто сунна внутревнатъ угловъ тавого нво- 

сторотъ будеть пая, тйнъ у м-упиьанка 1-й 
ю: такъ каЕъ отд'Ьллону углу прш центра въ 
. соогвЬгстъують внутренше утлы, сунна кото- 
[1>вадо2(^, тодляполучеш полной сунны, нужно 
разоостъ ва «, т. с. 2Р ^ м (2^ — а), гд* а 
•альаый ал цевтраллый дополнпельаый уголь; 
оа эпхъ угловъ есть Е 4(/, гд% Е стеоевь няо- 
2Р=2(*'(и — 2П. 

рнулы заЕ1ючаенъ, тто ч^«ь вьшю степень нно- 
■ъ невыве сунна ввутреявнхъ его угловъ прн 
1>ронъ, тго вообще стеоевь долхва быть невьше 

сторовъ в звачжгь нвогоугашакь 2-1 стеошн 
ь вавнеяовашя нахс 5, нногоутхиьннкь 3-1 сте- 
- д. Въ правальнытъ нвогоугольнвкжгь ввутрев- 

а С1{аовательво отдельный угожъ правиьаагож 
вв Е будетъ в = 2<< ( I — =>• 
оэытп> какой-нибудь ираанпдый п-угольнвь'ъ 
3 ветрудво будеть уб'Ьдпься, 'пч> овъ составвтся 
гь, в врнтонъ саный ввттреяаш ^адро) предсгаввтъ 
яный нравиьвый нногоугсоьннЕъ, а сл^дуянцге 
типчесгае) койоговы сь раввынв сторованв, н 
и (чясло которихъ :2я) саххаго слйдующаго бу- 
нватъса со сту>роаанв оредъадушаго, тасъ тго въ 
чптя свова и равяыхъ нехд; собою сторовъ. 
'л1аннъ с<>отвошсв№ нехду лпжчеаЕннв праввль- 
ьашсана в ннъ С1Х>1» 1 тг1ву10щвнн подткшческвнв. 
огъ пранльваг» ■во1\>уп.\1ьнВЕа АВСВ. . . . къ 

навгоугчиьанл- 3 й пх-оенв. втхво вродо дат ь 




• • 
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сиежныя стороны , и мы получимъ многоугольникъ со сторонами 
Л'С ^СЕ . . . . В'2)', 1)'!^ . ... Но этотъ многоугольникъ мы мо- 
жемъ получить отъ сложенхя взятаго многоугольника ЛВСВ .... 
и койлогона ААВВ'С(У 

Посл']^дней ФИгур*, разсматриваемой какъ типическая, будетъ 
соотв'&тствовать подтипическая Фигура, вершины которой будутъ 
посл'Ьдовательно ЬскЬЛс. ... и значить, кром'Ь общей посл'&до- 
вательности почасовой стр^лк'Ё, лиши ксЬ^Ш. . . ., очерчиваютъ 
н'Ькоторыя части площади по сторонамъ, им'бющимъ направлеше 
обратное часовой стрЁлк']^. Но, сложивъ взятый типическгй мно- 
гоугольникъ съ койлогономъ ААВВ' ... мы получимъ правиль- 
ный многоугольникъ второй степени, а сложивъ многоугольникъ 
подтипичесюй данному съ подтипическимъ же ЪаМс. . . . мы, 
чтобы получить подтипическш многоугольникъ второй степени, 
должны изъ площади перваго вычесть части ксЬ^ ^е2с ...., а по- 
тому указанное отнощенхе будетъ точно выражено, если части, 
ии'Ьюиця направленхе сторонъ обратное часовой стрелки, мы на- 
зовемъ отрицательными и ихъ прибавлен1е будемъ считать рав- 
носильнымъ вычитанш. Такимъ же образомъ, отъ типическа- 
го многоугольника второй степени прибавлен1емъ койлогона 
А' Л' В' В" .... мы придемъ къ многоугольнику третьей степени, 
стороны котораго будутъ -4"!)", Х/'б". . . . точно также если 
къ многоугольнику подтипическому прибавимъ многоугольникъ 
садЪес. . . . считая части Т^са^ИШ). . . . отрицательными, то при- 
демъ къ правильному подтипическому многоугольнику третьей 
степени и т. д.; приэтомъ н'&которыя части вычитаются больше 
ч-Ьмъ одинъ разъ. 

На основаши такого построешя мы можемъ сказать, что сте- 
пень соотв'Ётственныхъ типическаго и подтипическаго правиль- 
ныхъ многоугольниковъ одинакова. Но это еще ясн^е сл'Ьдуетъ 
изъ тожественности центральныхъ угловъ первыхъ съ централь- 
ными дополнительными вторыхъ, и значить, если сумма первыхъ 
4(2. Д то такая же будетъ и у вторыхъ. 

§ 94* Понят1е о плоскихъ многоугольникахъ высшей степе- 
ни, мы безъ труда можемъ перенести и на СФерическхе много- 
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'гллликв ИЛ! гояоэдры; заручившись же этанъ оовяпенъ мы 
выведеиъ правильные говоэдры высшей стевевв, гово- 
равносторонн1е и равноугольвые высшей степевя. Точно 
в легко докажемъ одвваковость степеви тяоическаго гоно- 
н соответствующего еиу подтипвческаго. 
>диако, прилагая эту теор1ю къ гоноедранъ, ны ви^мъ 
1Жность сделать зд^сь особенный выводъ, не ви'ёющ1й 1гЁста 
лоскпъ иногоугольвиковъ, а ииевво: иы зваенъ, что для 
аго говоэдра есть соотв^тствевный донолнвтельвый; яай- 
заввсимость этого рода для гоноэдровъ высшей стененя. 
шаемъ, что типическоиу гоноэдру сооть-Ьтствуеть доволнн- 
1ы1 лодтяоическ1й. Наэовенъ двугравные углы какого-вн* 
типическаго говоэдра чрезъ а,, а, и т. д., и еслв проведеиъ 
|> его вершину произвольную пряную, проходящую внутри 
■ сооднявнъ эту иряную сь его ребраив последовательно 
ШСТЛМ1 по порядку, то такииъ образонъ мы его разобьеиъ 
тригоноэдровъ, если т его наиневоваше. Велнчива одного 
»тнхъ трнгоноэдровъ будегь равва ~ — Л, гд-Ь 2В, озна- 
к сушо' его двугранныгь угловъ; если же возьнемъ сумму 
ь этнъ тригоноэдровъ, то велвчина 2В разобьется ва 2 
г. 1) на сунну двугравныхъ угловъ собственно гово- 
, т. р. ^ и 21 на сунну хвугравныхъ угловъ около 
еденной пряиЫ1; ясно, что есп сга1евь взнтаго гоно- 
будогь ( , то эта сумна будегь равна е4^, а потому ве- 
на гоноадра выразнтся ^резъ & = — =^^^ Л.т = 

\ ^а» — «1 н- ^' 

1Н. лополмпвлишгь гон<.Ч1|ре "^тя"* ыоспй тголъ будегь 
шмп. д<ч1омеа)« до 3(1 двттранвынъ угланъ н^ваго, а 
ип. гунна згахг акнмжп угдонь бтдетъ 2/^2: (М- о)г= 
!,*•» - :ии Огам* Л = 2* — У- 
[>1>> м4|Ч1а№Н1о оглпаотгн огь выр«»нпя, выведешаго въ 
\'1пм11 м пч^)ч 1^. I оп. ткжъ. что вж1гто ^|1 входп-ь ^ б, 
»чн»> с». «\чмаи((>н;.мг». ^:^^ч^е'аI ки^ч^V■Iбтдь гонюдра но- 




9^^.У^:' "-.%'. 
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вышается и сумма плоскихъ угловъ ему доподнительнаго. Само 
собою разум'Ьется, что степень обоихъ гоноэдровъ одинакова. 
Въ случае равенства двугранныхъ угдовъ перваго ты'Ьеть м'ёсто 
равенство плоскихъ угловъ втораго. 

§ 95. Теперь перейдемъ къ многогранникамъ высшей сте- 
пени и начнемъ съ вывода соотношенхя меясду элементами такого 
многогранника, такъ какъ многогранники эти, какъ составленные 
нзъ н'1сколькихъ периметровъ, по приведеннымъ въ предъидущей 
глав'Ь соображен1ямъ уже не могутъ быть отнесены къ Эйле- 
ровымъ. 

Легко вид'Ьть, что элементами такого многогранника могутъ 
быть гоноэдры и грани высшей степени, такъ какъ и г1 и другхе 
составляются при составлен1и самого многогранника изъ койло- 
эдровъ. 

Будемъ означать наименован1я граней т^у т^ и ихъ степень 
соответственно чрезъ е^ ед...., причемъ въ частныхъ слу- 
чаяхъ какъ гЬ, такъ и друпя величины могутъ быть одинако- 
выми. Степень гоноэдровъ будемъ означать чрезъ б^, е^. . . . 
Тогда, по соотношешю только-что выведенному для какого-ни- 
будь гоноэдра, вершина котораго находится внутри многогран- 
ника, а ребра проходить чрезъ вершины одной изъ граней, по- 
лучимъ 

в^ = ^—а{т — 2е). 

Сумма же такихъ выраженш будетъ ничто иное какъ сумма го- 
ноэдровъ около одной точки Д1я многогранника степени Е и сл'Ё- 
довательно 
2в, = 4(г г;=Е {^ — ^(т— 2в)) = 2^ — 2егт-н2 2^6. 

Изъ полученныхъ трехъ членовъ первый выражаетъ собою 
сумму двугранныхъ угловъ около вс&хъ прямыхъ, проведенныхъ 
чрезъ взятую точку и вершины многогранника. Ясно, что сумма 
эта составляется изъ отд'1^льныхъ величинъ 4с2е^, Ые^ и т. д., 
выражаюи;ихъ сумму двугранныхъ угловъ около одной изъ этихъ 
прямыхъ. 






— 264 — 

Второй ч^е|^ь выражаетъ собою сумму произведенш нзъ Л 
на нашеноваше каждой грани; но такъ какъ при суммнровав1Ж 
каждая сторона грани повторится 2 раза, то ясно, что веичмна 
1|м есть ничто иное какъ двойное число реберъ многогранника. 

Наконецъ третШ членъ выражаетъ собою сумму произведем 
И1Й изъ 2(1 на степень грани, причемъ по выше сделанному обо- 
значенио каждой грани наименовашя ш, со о пг Ь тст в уетъ сте- 
пень Г|. 

Поэтому, выведенное выражеше мы можемъ написать такъ : 

4Л Е = 2й 2л — 2(*г -н 2<С>? или г -♦- 2Е = 2е -♦- 2е »). 

Въ этой Формуле члевъ 2е выражаетъ сумму степеней го- 
ноадровъ, и следовательно у если всЪ гоноэдры п^юой степени, 
то членъ этоть будеть просто м — гдЪ — м число верошнъ: 
точно также, если всЬ грани 1-й степени, то членъ 2г превра- 
тится иъ (^^ т« е« число граней. Въ послкднемъ частиомъ слу- 
чае мы тау«емV следовательно, г-^ 2^?=/*-^я: огаош за- 
клв>чаетч что могутъ быть многогранииа высшей степени, 
грани и пмнодры которыхъ пермй стеоеж. Если мое еще и 
^? = 1« п> Формула будеть нм^то иное, вакь «ормула Эйлера. 

Вообще же жъ разлмчмыгъ чапшыхъ случаягь «ернула эта 
бугеть уа1]юща1ься: 

Р Еслв все пжх>дры олишасомой стеоеив, то «<чн1ула прн- 
ивж1етъ виъ г-*-2^Е=а1-«-!^. Это Форжула Вайоигеап. 
Ои гршг1жимэк очеаидикч и къ часлк'му случио заланяаго усло- 

а шмпю съ слт^аю гавектиа мсехъ говк>11мжъ. т. е. 



■ вг1 г^шм одиакоинто глш-ц^^пг!. те «орнула 
зршнваегь виъ г^2Г=^^/^. Въ этмгъ имх! 
»^ 5би| выкаеиа кибшпгъ апс^:«ъ: сса «хмлъ быть 

кв IСV ицс«}а;1&мъ вьюи^ей стюеяг 
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3) Еслв одвовременно и гоноэдры и грани одвнаковаго на- 
инецовав1я, то она принниаетъ ввдъ г-«-2^ = еп-4-е/*. Это 
Формула КоисЬё и йе СотЬегоавве. Ова, очеввдно, приме- 
нима и къ правильнымъ вшогогранвнкамъ высшей степени. 

4) Если всЬ гоноэдры первой степени, и вс]& грани какой-нибудь 
другой одинаковой степени, то Формула принимаетъ видъ г-^2Е= 
=п-#-е/*. Это Формула Ро1п§о1. Она, какъ увидимъ ниже, приме- 
нима къ одной половив всЬхъ правильныхъ многогранниковъ. 

5) Подобно предъидущей, мы можемъ получить Формулу 
г -#- 2Е = ел -I- /*, применимую, какъ увидимъ, для другой по- 
ловины правильныхъ многогранниковъ. 

Теперь применимъ эту Формулу къ какому-нибудь типиче- 
скому многограннику степени Е. Тогда для подтипическаго по- 
лучимъ г -н 2Е^ = 2б' н- 2в'. Но такъ какъ центральный го- 
ноэдръ типическаго тожественъ съ центральнымъ дополнитель- 
нымъ подтипическаго, то ясно, что не только число гоноэдровъ 
последняго и ихъ наименован1е, но также и ихъ степень' одина- 
ковы съ числомъ граней типическаго, ихъ наименовангемъ и сте- 
пенью. То же самое и обратно, т. е. число гоноэдровъ твпиче- 
скагОу ихъ наименован1е и степень одинаковы съ числомъ граней 
подтипическаго, ихъ наименованхемъ и степенью. Точно также и 
число реберъ обоихъ многогранниковъ одинаково по той причи- 
не, что каждое изъ этихъ чяселъ, умноженное на 2, одновре- 
менно выражаетъ собою сумму наименованш граней и сумму на- 
именован]я гоноэдровъ. Сообразуясь со всемъ этимъ, мы видимъ, 
что 1) г = г, 2) 2б = Ле и 3) 2в = 2е'. Отсюда заключаемъ, 
что и Е=Е^. т. е. степень типическаго и подтипическаго много- 
гранниковъ одинакова. 

Само собою разумеется, что типическому изоэдру высшей, 
также какъ и 1-ой степени, соответствуетъ подтипичесшй изо- 
гонъ, а правильному типическому соответствуетъ и правильный 
подтипическ1й. Отсюда видна соотносительность Формулы 1 съ 
Формулою 2, также какъ Формулы 4 съ Формулою 5. 

§ 9в. Теперь, прежде чемъ приступить къ выводу изо- 
эдровъ и изогоновъ высшей степени, мы остановимся на ихъ 

XII. 18 



— 266 — 

№1 сгепев!. Нетрудно ВIД^ть, напрпгЬръ, 
ь кавой-угодно ствпев! мы ноженъ IIО^у- 

угодво язИ^стное чяио о^цш&ковыхъ п- 
1-й степени, л1П1ь бы совпадал! вхъ цен- 
-8к1е ■зоэдры будутъ составляться уже не 

■эъ каянхъ-нвбудь друпхъ койдоэдровъ 
. Мы же зайиенся исклотатшьио такннв, 
> состаиевы иэъ тпгаческвхъ жзокойло- 
1хъ, какъ мы уже зваемъ, основные гоно- 
}жественвы съ основными гоноэдраня вы- 
ожественность же системы основныхъ го- 
|бою I тожественность всЬхъ ус^ов^б син- 
лй вывод-ь Формъ высшей степени мы мо- 
I свстен-Ё в въ системе по ен отд^ев1Яиъ 
;ъ такой выводъ завегь бы насъ слишконъ 
очно ограничиться лишь указан1еиъ того 
ожетъ быть сд'к1анъ этотъ выводъ, то ны 
ра тЁ взоэдры высшей степени, которые 
зонные гоноэдры я, значятъ, грани первой 
1тъ гомоэдрическому отд11лен1ю кубооктя- 

сводится къ вопросу о составлен1и веЬхъ 
въ первой степевя нзъ э^еиеятарны^ъ го- 
н1я, такъ какъ очеввдно, какую бы непре- 

эдементарвыхъ гоноэдровъ этого отд^е- 
1 эленевтарный гоноэдръ иэоэдра высшей, 
олучимъ возможное р11шен1е, если только 
>ань, ограниченную гранями взятаго эле- 

граней изоэдровъ 1-й степени составится 
( Е, то ясно, что составными койлоэдрани 
ь гЬ, соотгЬтственвыя грани которыхъ 
касаи1я , находящеюся внутри грани того 
)торый аредстав.1неть ядро всей системы 
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Нетрудно ввд'бть, что ес^и мы возьмеыъ за основан1е нуие- 
ращю, сделанную ддя койдоэдровъ (фиг. 132), то при прим'Ьве- Фиг. 182. 
иш ее къ разсматриваеиому случаю иодучимъ въ изображети 
никоторое различ1е. Наприм'Ёръ, если мы построимъ койлоэдръ 
для точки, находящейся внутри гоноэдра ]\Гя 8, то грань, каса- 
тельная къ этой точк*!, будетъ ограничена гранями основнаго го- 
ноэдра (т. е. № 1). Если же ]\1я 8 входить въ систему гоноэдровъ, 
составляющихъ основной гоноэдръ н']^котораго изоэдра высшей 
степени, то соответственно гоноэдру % 8 мы должны будемъ 
взять не только-что упомянутый койлоэдръ, а н'Ькоторьш другой, 
а именно такой, который будетъ соотв^^тствовать ]\1я 1 , если за 
основной примемъ ]\Гя 8, такъ какъ только такой койлоэдръ будетъ 
шш^ть грани, составляющ1я продолжен1е граней внутренняго вы- 
ну клаго изоэдра, представляющаго ядро системы. Такой же кой- 
лоэдръ есть ничто иное какъ тотъ, который соответствуетъ № 6. 
Поэтому, для разбираемой Ц'Ьли вм'ЬстоЛ'*я8 нужно поставить № 6. 
Поступая такимъ же образомъ для всЁхъ другихъ гоноэдровъ, 
мы получимъ новое изображеше нумерац1И, представленное на 
ФИГ. 133 въ виде озиачен1я и на фиг. 134 прямо въ вид'б нуме-Фиг. 183. 
ровъ, причемъ пунктиромъ или въ скобкахъ показаны тк Х?М и"^"^' ^^^' 
знаки, который находятся на нижней сторон*]^ СФеры. 

Въ этой же нумеращи представлены койлоэдры на прило- 
женной таблиц'^ (ХУП1). Теперь, складывая гоноэдръ ^в 1 со 
смежными, и принявъ за основаше нумеращю фиг. 134 для того, 
чтобы по этимъ Лн№ брать соответственные койлоэдры, мы раз- 
р1шнмъ поставленный вопросъ. 

Получивъ какой-нибудь сложный гоноэдръ, мы по числу вхо- 
дящихъ въ его составъ элементарныхъ найдемъ степень того 
изоэдра, для котораго онъ самъ является элементарньшъ. За- 
г1мъ, построивъ ему дополнительный, мы найдемъ, для какихъ 
именно точекъ возможны изоэдры съ такимъ элементарньшъ го- 
ноэдромъ.. На всЬхъ изображенныхъ Фигурахъ, стороны этого 
дополнительнаго гоноэдра означены пунктиромъ. Каждый такой 
чертежъ вполне опредЬляетъ намъ систему всЬхъ изоэдровъ, 
им^ющихъ въ качеств* элементарнаго тотъ гоноэдръ, грани 
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вотораго озвачены тшстыш лшеяш, ■ непосредственно можетъ 
служить джя вывода самыхъ развообразныхъ свойствъ этвхъ 
юоэдровъ, наори]гЬръ для рЬшешя вооросовъ: Формы какихъ 
взоэдровъ 1-ой степени возможны въ данной системе (правижь- 
выгь многогранннковъ, ромбнческаго додекаэдра, пярамидадь- 
наго куба и пр.)? Кагая гранн у аггагь нзоэдровъ? 1Сакого на- 
вненован1я н какой степени гоноэдры? Как1Я ргЬо1ен1я пред'Ьдь- 
ны? и т. д. и т. д. 

Найдя же изоэдръ и изучивъ его свойства, мы по его соот- 
носитедьности съ подтяпическимъ изогономъ, рбшямъ всЬ ана- 
югичесше вопросы и по отношенш къ этому пос^^&днему. 

Ддя систематическаго же нахождешя веЪхъ сюжныхъ эле- 
ментарныхъ гоноэдровъ 1-ой степени, мы можемъ подьзоваты^я 
многими способами. Однимъ изъ такнхъ простыгь способовъ бу- 
деть построен1е двусторовниковъ съ углами, равными угламъ 
основнаго гоноэдра, и построеши сложныхъ гоноэдровъ посред- 
ствомъ прибавдешя къ крайнему изъ нихъ, находящемуся при 
вершинЬ двусторонника по одному иди н^скодылмъ другнмъ эле- 
ментарнымъ гоноэдрамъ, соблюдая то услов1е, чтобы полученные 
сложные гоноэдры были выпуклые. Найдя вей так1е гоноэдры 
въ пред'Ёлахъ двусторонника, наприм-бръ въ 45"^, и переходя за- 
тЬмъ къ дву стороннику въ 60°, мы уже должны будемъ пропу- 
скать всЪ тЬ р^^шен1я, въ которыхъ одинъ изъ двугранныхъ 
угловъ будетъ 45'^,такъкакъ такой гоноэдръ непрем'Ьнно будетъ 
тожественъ съ однимъ изъ гоноэдровъ, раньше построенныхъ. 
Поступая такимъ образомъ, мы получимъ р^^шен^я наприм^ръ въ 
Фвг. 185 -- такомъ порядк'Ь (какъ обозначено на Фигурахъ): II 4, III 8, 
*^' IV 11, V 12, II 3, Ш 7, IV 10, VI 13,^11 14, II 2, IV 9, 

V 15, VI 9, VI 15, VIII 16, IX 15, X 17, IV 12, Л^Ш 17, 
X 16 XI 16, XII 16, XIV 17 и VI 14. Зд^сь римскими циф- 
рами означевы степени соотв^тствующихъ нзоэдровъ, а обык- 
новенными — наивысш1е нумера входящихъ въ составъ эле- 
ментарныхъ гоноэдровъ, что соотв'Ьтствуетъ наивысшимъ н}'- 
мерамъ изокойлоэдровъ, входяп^ихъ въ составъ искоиаго гоно- 
эдра высшей степени. 
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Такъ какъ одну и ту же грань изоэдра высшей степени мы 
можемъ подучить, складывая грани различныхъ койлоэдровъ, то 
для общности р^^шешя на самихъ чертежахъ поставлены циФры 
внутри гЬхъ гоноэдровъ, которые могутъ быть взяты для со- 
ставлетя сложнаго гоноэдра, причемъ гоноэдръ ]\|я1 входить во 
всЬ безъ исключен1я, такъ какъ точки внутри этого гоноэдра со- 
отв'Ётствуютъ ниенно самому внутреннему типическому изоэдру, 
составляющему ядро вс'1^хъ системъ. НапримЬръ, для гоноэдровъ, 
состоящяхъ изъ двухъ элементарныхъ, очевидно, для сложешя 
могутъ быть взяты лишь два опред'Ьленные элементарные гоно. 
эдра; не то для основвыхъ гоноэдровъ изоэдровъ 3-ей и вые- 
шихъ степеней. Наприм'бръ, для изоэдровъ системы, означенной 
III 7, за основные гоноэдры могутъ быть взяты совокупности Фнг. 188. 
1, 3 и 7, 2, 1 и 3, а также 1, 2 и 5; но такъ какъ №]\|2 эти 
означають н^^которые койлоэдры какъ элементы изоэдровъ этой 
системы,' то, сл'Ьдовательно , и самые изоэдры могутъ бьпъ сло- 
жены изъ различныхъ койлоэдровъ, какъ только- что указано по 
ихъ №№. 

§ 97, Въ ВИД'! иллюстращи значен1я этихъ чертежей, мы, 
пользуясь ими, р'бшимъ въ самомъ общемъ ъщ'Ь вопросъ, кото- 
рымъ въ недавнее время задался Вадоигеаи, а именно опре- 
Д']&лить вс']^ возможные особые изогоны высшаго порядка ^). Какъ 
мы знаемъ, всёмъ особымъ изогонамъ, какъ Фигурамъ подтипи- 
ческимъ, соотв'Ётствуютъ особые изоэдры, какъ Фигуры типиче- 
СК1Я, а для посл^^днихъ мы найдемъ всё р^шешя, если опред^- 
лимъ ъ(Л точки, находяицяся на дугахъ, Д'Ьлящихъ пополамъ в&к 
углы, принимая за равнод'6лящ1я также и стороны основнаго 
гоноэдра. Таквмъ образомъ, съ чрезвычайною простотою, мы 
находимъ всЬ возможный р'Ьшешя, который, однако, не могъ 
получить въ полнотЬ упомянутый авторъ, такъ какъ руковод- 
ствовался ненадежнымъ способомъ построен1я изъ Фигуръ вы- 
пукл ыхъ. 



^) Самъ Ва(1о11геаа называетъ так1я Фигуры «бртгев 1во8сё1е8» т. е. рав- 
носторовя1я, такъ какъ всЬ ребра такихъ Фигуръ равны между собою. 
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1тнхъ выводовъ, мы ихъ со[Iостав^яемъ въ 
ь которой знаки -+■ выраясаютъ вознож- 
и1хъ допо^аитед>наго гоноэдра; знакаин О 
)тв'Ьтствующ1я точканъ, находящимся ва 
1аго гоноэдра, и наконецъ знаками — воз- 
гв^тств7юш,1я точкамъ, находящимся ваЬ 
ааго гоноэдра; если аредъ знакомь стоить 

означаетъ ьоэиожность двухъ синиетри- 
юм* того, р*шев1я, соотв*тствующ1Я точ- 
го гоноэдра, означаются тЬнъ, что ихъ 
гря круга; гЬ р*шешя, который соотв*т- 
[овваго гоноэдра означаются постаыенною 
заченЫ, въ которыхъ н^Бтъ этихъ знаковъ, 
1Ъ основныхъ гоноэдровъ. 
кимъ образоиъ ьсЬ р'Ёшен)я, мы, очевн- 
)вторетй, такъ какъ в^которыя внутрен- 
находяшдася на сторонахъ элеиентарвыхъ 

эти гоноэдры на двй сиыиетричныя подо- 
нны съ другими р^шен1янн, соотв-Ътствую- 
1ЩИНСЯ на сторонахъ другяхъ основныхъ 
мы пропускаеиъ вс* гЬ внутрени1я р*ше- 
.ходятся ва сторонахъ эленентарныхъ го- 
[ъ пополаиъ. 

Н1Я, также какъ и для изоэдров1< первой 
оэначаютъ систему дучей или граней, без- 
■ьныхъ осяиъ или плоскостямъ сиииетр1и. 
я на смыел-Ь отрицательныхъ р-Ьшен1й. Въ 

эти решетя означаютъ невозможность, 
гго въ случаяхъ этихъ р'Ьшен1Й не иожеть 
граначенная гранями основнаго гоноэдра. 
аяхъ такая грань будетъ нерес-Ькаться съ 

основнаго гоноэдра. Возьмемъ для прв- 

шъ всегда совааяаюп., такъ какъ они Фигуры 
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м-Ьра рЬшен1е, соотв-Ьтствующее КОВ въ VII 14. Въ этомъ Фиг. 1Ьо. 
сдуча'Ё отрицательное р^шен1е, соответствующее точк* О, нахо- 
дится эа пред'блами дополнитедьнаго гоноэдра, а именно-— вн^ его 
стороны аЬс. Поэтому, если вместо даннаго основнаго гоноэдра 
мы возьмемъ другой, который отличается отъ него тёмъ, что его 
ребро Л заменено д1аметрально ему противоположнымъ А\ то 
Р'&шен1е О станетъ положительнымъ и сл']^довательио возмож- 
нымъ; для того же, чтобы перейти отъ этого гоноэдра къ дан- 
ному, нужно только продолжать соотв'1^тствую1цую грань изоэдра 
за пределы перваго гоноэдра. Ясно, что грань эта не только ни- 
когда не пересЬчетъ ребра Л, но будетъ безконечно удаляться 
отъ него. 

Для того, чтобы построить соотв'Ётствующш изогонъ, нужно 
изъ точки о провести плоскости, перпендикулярныя къ ребрамъ 
основнаго гоноэдра. Легко вид'Ьть, что въ случа'Ь отрицательнаго 
р-Ьшешя по отношешю къ какому-нибудь ребру, какъ наприм'Ьръ 
въ разсматриваемовгь случа*! — ребру А, грань изогона, пер- 
пендикулярная къ этому ребру, пересбчетъ его не въ пред'Ёлахъ 
самого гоноэдра, а за этими пред^лавга, что можно назвать отри- 
цательньшъ пересЬченхемъ. Поэтому, отрицательные изогоны 
вполне возможны и отличаются отъ положительныхъ только т^мъ, 
что для нихъ им^егь м^сто отрицательное пересЁченхе. 

Точно также легко понять, что въ случае предельныхъ ре- 
шен1й грани изоэдра также будутъ безконечны, но параллельны 
какимъ-нибудь ребрамъ основнаго гоноэдра, а грани изогона бу- 
дутъ пересекать некоторый изъ этихъ реберъ въ вершине гоно- 
эдра, т. е. въ центре самого многогранника, или иначе, оне бу- 
дутъ Д1аметральны. 

Запасшись этими соображен1ями, мы легко поймемъ какъ 
способъ составлешя ниже прилагаемой таблицы , такъ и смыслъ 
лолученныхъ решен1Й. Въ особой графе мы отмечаемъ решен1я, 
полученныя Вадопгеаи и приводимъ вычисленный имъ величины 
степеней соответствующихъ особыхъ изогоновъ. Это сопостав- 
деше служить для указан1я несовершенства ме'Года, принятаго 
Ба(1оигеаи для решетя этого вопроса. 
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' . 4^мг. 178 опвчается отъ 105 по Ва<1ош'еаа въ тонъ отношен1и, что прибавлены 
Ы)||/|№тии< граям, пероевдяку^мрныя къ главнымъ осямъ. Въ томъ же вид^^ какъ она 
ш^уим^тк авторомъ, она является особевнымъ р^^шевхемъ гоноэдровъ съ вогнутыми 
у|-д4шм , 9Т0 выходить аа оред'^Еы поставленной зд^сь задачи. 



■ г 



— 273 — 

§ 98* Въ чисд'Ь лропусковъ у Ва(1оигеаа есть таюе, какъ 
наарии']^ръ заагбчатедьная Фигура , изображенная на фиг. 1 82 '^'иг. 182. 
и какъ бы составленная изъ трехъ кубовъ (р^шенхе III 8 

( -Ь по КЕ). Причиною пропуска могла послужить возможность Фиг. 139. 

составлен1я ея изъ другихъ Фигуръ первой степени. Но это со- 
ображев1е совершенно произвольно. Этой Фигуре соотв'Ьтствуетъ 
типичесюй изоэдръ (также, очевидно, разлагающ1йся на три ок- 
таэдра), который, какъ и ъ&к друпе изоэдры высшей степени, 
можетъ быть составленъ взъ изокойлоэдровъ, а именно, напри- 
м']^ръ, изокойлоэдровъ 1, 2 и 8 по КВ] значить, стоить только 
переменить точку зр']&шя, и Фигура въ этомъ смысл*]^ ничймъ не 
будетъ отличаться отъ всбхъ другихъ Фигуръ; возможность же 
составляться изъ Фигуръ первой степени, будетъ лишь особое свой- 
ство ве1хъ Фигуръ системы III 8 въ числ'Ь н'1^которыхъ другихъ, 
и причину этого свойства легко ввхктъ въ свойствахъ и величине 
основнаго гоноэдра этой системы, представляющаго собою гео- 
метрическаго делителя Ы. Если бы на основаши этого пред- 
ставлен1я мы стали выпускать н'бкоторые многогранники и мно- 
гоугольники, то въ правильныхъ рядахъ гомологическихъ ФИгуръ 
наприм^ръ въ ряд'! правильныхъ многоугольниковъ одной и той 
же степени, или въ ряд*]^ Формъ различныхъ степеней одного и 
того же правильнаго многоугольника, мы получили бы нич'Ьмъ 
необъяснимые проб'Ёлы , что нарушало бы гармон1ю и Ц']&льноеть 
вс^^хъ выводовъ этой области. 

Чтобы Елтлящ^е указать на несостоятельность только-что 
указаннаго взгляда приведемъ для примера изоэдры, соотв'бт- 
ствующхе лиши ^0 (д'Ьлящей основной гбноэдръ пополамъ) въ 
р^шеши, означенномъ 1У 10. Изоэдры эти представляютъ сово-Фиг. и!. 
купность двухъ пирамидальныхъ тетраэдровъ, между тЪмъ какъ 
Р'Ьшен1я, соотв'1тствующ1я точкамъ, находящимся безконечно 
близко къ этой ЛИН1И, дадуть связную Фигуру 4-ой степени. По 
указанному взгляду пришлось бы, признавая безконечный рядъ 
ФИгуръ, отвергнуть предельный решетя этого ряда, а это нелепо. 

Сами изогоны высшей степени, наприм^ръ упомянутый 
тройной кубъ могутъ быть, по аналопи съ т^мъ, что нами ска- 
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зано о пдоскихъ Фигурахъ^ подучены изъ н'Ькотораго првтуп- 
леннаго октаэдра, очертан1я котораго рельеФно обозначаются 
Фиг. 162. вершинами изображенной Фигуры , посредствомъ троекратнаго 
вычитанхя изъ шара частей, находящихся между его поверх- 
ностью и иоверхностями трехъ различныхъ койлоэдровъ, под- 
типическихъ по отношен1ю къ койлоэдрамъ 1 (собственно вы- 
пуклому многограннику) 2 и 8, и сл'Ьды этихъ вычетовъ ясно 
видны въ троякихъ углубленхяхъ на поверхности разсматривае- 
маго изогона. 

Наконецъ, бросается въ глаза различхе въ степеняхъ, при- 
иисанныхъ одному и тому же многограннику въ нашей таблиц']^ 
и у ВаДоигеап. Это происходить не всл^дствхе различ1я въ 
опред']^ен1и степени многогранника^ но всл'Ьдствхе неправильнаго 
представлен1я себ'Ь этимъ авторомъ основнаго гоноэдра изобра- 
жаемыхъ Фигуръ. Произвольность же принят1Я основнаго гоно- 
эдра всегда возможна, такъ какъ, не зная происхожден1я Фигу- 
ры, мы не можемъ отличить по вн^бшнему виду два слившихся 
въ вершин'Ё и общей грани гоноэдра отъ одного гоноэдра. Этимъ 
объясняется и совершенно невозможный выводъ степени въ | , 
о которомъ упомянуто ниже. Этотъ выводъ свид'Ётельствовалъ 
бы, что, такъ какъ основной гоноэдръ не укладывается цйлое 
число разъ въ семерной СФер']^, то соотв'Ьтствуюпце ему изоэдры 
и изогоны им'бютъ как1е-то пробелы въ связи съ тбми местами 
Сферы, который остаются пустыми. 

§ 99, На основан1И соображешй, подобныхъ ткмъ^ которыя 
приведены для разсмотр'Ённаго гомоэдрическаго отд^ленхн, мы 
безъ труда построимъ в&Ь системы изоэдровъ и изогоновъ выс- 
шаго порядка для всякихъ другихъ системъ симметр1И и ихъ от- 

Фиг. 159 ид'Ьлешй. Въ ФИГ. 160 означена нумеращя койлоэдровъ и распо- 

^^^ ложеше основныхъ гоноэдровъ для построен1Я Фигуръ высшей 

степени, принадлежащихъ . тетраэдрическому отд'Ьлен1ю, а на 

Фиг. 161- ФИГ. II 2, II 3, III 4*), IV 6, V 6и VI 7 показаны вс* возмож- 

166. 

1) Фиг, 171 (70 по В ад о иге аи) представляетъ прим'Ъръ р^^шешя по ЛГ, 

7 
(О. По Вадоигеаи .Б = ---, 
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ные выпуклые основные гоноэдры Фигуръ атой системы, а также 
гоноэдры, дополнительные первыиъ. 

Точно также на ФИГ. 167 показана нуиерац1я койлоэдровъ Фиг. 167. 
додекаэдрвческаго отд'Ьлензя, и наконецъ на фиг. II, III и IV Фиг. 168— 

» . 170. 

основные гоноэдры этого отдълен1я. 

§ ЮО^ Этимъ мы и ограничимся въ нашемъ вывод1^ ФИгуръ 
высшей степени, и только для прим']^ра р'Ёше111я вопросовъ съ 
помощью начерчевныхъ схемъ, мы зададимся вопросомъ о вс']^хъ 
правильныхъ многогранникахъ высшей степени. 

Для этого докажемъ предварительно, что если существують 
правильный многогранникъ А какой-угодно степени, то суп^е- 
ствуетъ и выпуклый правильный многогранникъ X, тм'^югщй 
одинаковый съ А вершины. 

аОзначимъ черезъ Р совокупность Фигуръ, образованную 
обоими многогранниками заразъ, а черезъ ^ — другую Фигуру, 
тожественную съ первою. Такъ какъ многогранникъ А правиль* 
ный, то совм']&ш,ен1е обоихъ ФИгуръ можно произвести, совм'1^- 
щая какую-нибудь вершину Фигуры ^ съ определенною верши- 
ною Фигуры Р, а изъ этого вытекаетъ равенство всЬхъ гоноэ- 
дровъ вьшуклаго многогранника X. Кром']^ того, что дв^ вер- 
шины совпадаютъ, самое совпаден1е ФИгуръ можетъ быть про- 
изведено не мен^е ч^мъ 3 различными способами, такъ какъ 
сами гоноэдры фиг. А, составляющ1е часть какъ Р, такъ и ^, 
содержать не менЁе трехъ граней, и одну изъ граней одной Фи- 
гуры можно совм-Ьстить съ любою гранью другой. Поэтому и 
гоноэдры выпуклой Фигуры X не только равны между собою, но 
могутъ быть еще совмещены другъ съ другомъ не мен^е ч^Ьмъ 
тремя разными способами ; а такъ какъ ихъ наименован1е можетъ 
быть лвшь 3, 4 и 5, то они по необходимости состоять изъ рав- 
ныхъ и равнонаклоненныхъ другъ къ другу граней. 

«Итакъ, грани двухъ ФИгуръ X представляютъ собою мно- 
гоугольники съ равными и равнонаклоненными другъ къ другу 
сторонами, которыя могутъ быть совмещены при совм1^щен1И 
какой-угодно вершины ^ съ заданною вершиною Р; другими 
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словами, грани эти представляютъ собою равные правильные 
многоугольники, а такъ какъ и гоноэдры Фигуры X равны 
между собою, то значить сама Фигура есть правильный много- 
гранникъ» '). 

Отсюда сл'бдуетъ, что правильные многогранники высшей 
степени суть Формы одноименныхъ съ ними многогранниковъ 
первой степени, и потому весьма легко могутъ быть найдены нзъ 
нашихъ схемъ, въ которыхъ придется лишь отыскать точки, со- 
отв^^тствующ^я правильнымъ многогранникамъ первой степени и 
находящ1яся посреди г&хъ дополнительныхъ гоноэдровъ, соот- 
в'бтственно которымъ можетъ получиться многогранникъ высшей 
степени, удовлетворяющш опред']&лен1Ю правильнаго. 

Фиг. 126. Въ схем'Ь системы кубооктаэдрической существуетъ только 
одна такая точка, обозначенная на фиг. 126 знакомъ 0^. Прини- 
мая ее за центръ грани, касательной къ СФер'1Б въ этой точк^Б и 
выход яп^ей наружу въ пред'&махъ основнаго гоноэдра, и по- 
строивъ по плоскостямъ и осямъ симметрхи всЬ друг1я части этой 
грани, ВЫХ0ДЯЩ1Я наружу, мы легко уб'&димся, что полученная 
грань будетъ правильный треху гол ьникъ, а гоноэдры также пра- 
вильные и равные между собою. Сл'Ёдовательно, эта Форма бу- 
детъ д'Ёйствительно правильнымъ октаэдромъ высшей, а именно 
второй степени, что легко определить по обп^ей Формуле для та- 
кихъ многогранниковъ 2 ^? -§- г= еп-нв/*, гд'Ь е= 1 и б= 1 , п= 

Фиг. 183. = 8 и /*=8, а г = 12. Фигура эта представлена на фиг. 183. 

Соответствующая ей подтипическая Фигура будетъ она же сама. 

Переходя теперь къ системе додекаэдроикосаэдрической, мы 

находимъ внутри дополнительнаго гоноэдра три точки, соотв^т- 

Фиг. 130. ствующ1я додскаэдру, и шесть точекъ, соотв'Ьтствующихъ ико- 
саэдру. Первыя три точки действительно даютъ правильный Фи- 
гуры по сделанному определен1ю, но изъ последнихъ шести то- 



1) По Б. Ко ас Ьё е! СЬ. с1е СотЪегоивзе. Тга1(ё с1е Оёоте1пе 61егаеп1а1ге 
1866, р. 560. При этомъ доказательстве 110драэу11'1Ьвается опреА'Ьден1е пра- 
вильвыхъ иногограввиковъ, даввое СаисЬу (Тоаг. де ГЕс. ро!. С. 16, р. 65), 
которое освоваво ва возможвости раздичваго совн'!Ьщев1я этихъ Фигуръ. 
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чекъ только одна, означенная знакомь А, выражаетъ собою 
Фигуру правильную, а грани остальныхъ Фигуръ уже не будутъ 
правильные многоугольники. Вс^^ найденный четыре Фигуры изо- 
бражены на ФИГ. 184 — 187, на которыхъ обозначены и ихъфиг. 184- 
степени, легко находимыя по только-что приведенной Формул!. ^^^' 

Такъ какъ оставш1яся пять Формъ икосаэдра уже не пред- 
ставляютъ собою правильныхъ ФИгуръ, то мы видимъ отсюда, 
что въ П0НЯТ1И правильной Фигуры высшей степени лежитъ не- 
которая искуственность. 

Нетрудно видеть, что 4 найденный Фигуры естественно раз- 
д'Ьляются на 2 пары Фигуръ соотносительныхъ, т. е. если одна 
Фигура пары будетъ типическая, то другая, соотв-Ьтственная ей, 
подтипическая, и наоборотъ; отсюда видна и необходимость по- 
парнаго равенства степеней. 

ПРИЛОЖЕН1Е. 

Т^ же говоэдрическш зеркала, о которыхъ упомянуто на стр. 162, 
и которыд служатъ для восороизведешя различишь типическихъ пзо- 
эдровъ, могутъ служить и для воспроизведешя изокойлоэдровъ: стоитъ 
лишь такъ наклонить зеркало, чтобы нормаль къ уровню жидкости вышла 
нзъпред&[овъ зеркала. Ор1ентируя зеркало прилпчнымъ образомъ, можно 
воспроизвести и изокойлоэдры, поверхность которыхъ одинакова съ 
внешнею поверхностью правильныхъ многогранниковъ высшей степени, 
почему они съ виду н неотличимы отъ посл'1днихъ. 
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